
ÎÌÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÔÀÊÓËÜÒÅÒ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÍÀÓÊ

ÊÀÔÅÄÐÀ ÊÈÁÅÐÍÅÒÈÊÈ

À.Ê. Ãóö

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà

è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ

Îìñê 2003



ÁÁÊ 60
ÓÄÊ 53:630.11

Ãóö À.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ
àëãîðèòìîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Îìñê: Èçäàòåëü-

ñòâî Íàñëåäèå. Äèàëîã-Ñèáèðü, 2003. � 108 c.

ISBN 5 - 8239 - 0126 - 7

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ. Îñíîâó ïîñîáèÿ ñîñòàâëÿþò êîíñïåê-
òû ëåêöèé, êîòîðûå ÷èòàëèñü ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà îòäåëåíèÿ
êîìïüþòåðíûõ íàóê Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 2002
ãîäó.

Äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 075200 � ¾Êîì-
ïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü¿ è ïî ñïåöèàëüíîñòè 220100 � ¾Âû÷èñëè-
òåëüíûå ìàøèíû, êîìïëåêñû, ñèñòåìû è ñåòè¿.

�������������������������

ISBN 5 - 8239 - 0126 - 7 c⃝ Îìñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, 2003



Îãëàâëåíèå

I Ëîãèêà 7

1 Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà 8
1.1. Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.1. Âûñêàçûâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.2. Îñíîâíûå çàêîíû ëîãèêè . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.3. Ëîãè÷åñêèé ïàðàäîêñ Ðàññåëà . . . . . . . . . . 10
1.1.4. Àëãåáðà (ëîãèêà) âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . 11
1.1.5. Ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû . . . . . . . . . . . 12
1.1.6. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.7. Àëãåáðà Áóëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.8. Èñòèííûå è îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû . . . . . . 15
1.1.9. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.10. Ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.1.11. Ñèëëîãèçìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.1. Ïðåäèêàòû è ôîðìóëû . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.2. Èíòåðïðåòàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.3. Èñòèííîñòü è âûïîëíèìîñòü ôîðìóë. Ìîäåëè,

îáùåçíà÷èìîñòü, ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå . . . . . 20
1.2.4. Ãîòëîá Ôðåãå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.2.5. Ñêîëåìîâñêèå ôóíêöèè

è ñêîëåìèçàöèÿ ôîðìóë . . . . . . . . . . . . . 22
1.3. Ìåòîä ðåçîëþöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.1. Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.2. Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå
ïðåäèêàòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3



4 Îãëàâëåíèå

2 Ôîðìàëüíûå òåîðèè (èñ÷èñëåíèÿ) 31
2.1. Îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíîé òåîðèè, èëè èñ÷èñëåíèÿ . . 32

2.1.1. Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè.
Ïîëíîòà òåîðèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2.1. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçû-

âàíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2.2. Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû . . . . . . . . 35
2.2.3. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü

èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . . . . . 36
2.3. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.1. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 37
2.3.2. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü

èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4. Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.1. Ýãàëèòàðíûå òåîðèè . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4.2. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà ôîðìàëüíîé àðèôìå-

òèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4.3. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ôîðìàëüíîé

àðèôìåòèêè. Òåîðåìà Ãåíöåíà . . . . . . . . . . 40
2.4.4. Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå . . . . . . . . . . . 41
2.4.5. Êóðò Ã�åäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5. Àâòîìàòè÷åñêèé âûâîä òåîðåì . . . . . . . . . . . . . 43
2.5.1. Ñ.Þ. Ìàñëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.6. Ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå . . . . . . . . . . . . . 45
2.6.1. Ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà . . . . . . . . . . . . . . 46
2.6.2. ßçûêè ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ . . . . 49

3 Íåêëàññè÷åñêèå ëîãèêè 51
3.1. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2. Íå÷åòêàÿ ëîãèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.1. Íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà . . . . . . . . . . . . . 52
3.2.2. Îïåðàöèè íàä íå÷åòêèìè

ïîäìíîæåñòâàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.3. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ

ïîäìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.4. Íå÷åòêàÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé . . . . . . . . . 55
3.2.5. Íå÷åòêèå ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû . . . . . . 57

3.3. Ìîäàëüíûå ëîãèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.3.1. Òèïû ìîäàëüíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . 58



Îãëàâëåíèå 5

3.3.2. Èñ÷èñëåíèÿ I è Ò (Ôåéñà-ôîí Âðèãòà) . . . . . 58
3.3.3. Èñ÷èñëåíèÿ S4, S5

è èñ÷èñëåíèå Áðàóýðà . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.3.4. Îçíà÷èâàíèå ôîðìóë . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.3.5. Ñåìàíòèêà Êðèïêå . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3.6. Äðóãèå èíòåðïðåòàöèè ìîäàëüíûõ

çíàêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.4. Ãåîðã ôîí Âðèãò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.5. Âðåìåííûå ëîãèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.1. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ïðàéîðà . . . . . . . . . . . 64
3.5.2. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ëåììîíà . . . . . . . . . . . 65
3.5.3. Âðåìåííàÿ ëîãèêà ôîí Âðèãòà . . . . . . . . . 65
3.5.4. Ïðèëîæåíèå âðåìåííûõ ëîãèê

ê ïðîãðàììèðîâàíèþ . . . . . . . . . . . . . . 66
3.5.5. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ïíóåëè . . . . . . . . . . . . 68

3.6. Àëãîðèòìè÷åñêèå ëîãèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.6.1. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìè÷åñêîé ëîãèêè . . . . . . . . . . . . . 72
3.6.2. ×àðëüç Õîàð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.6.3. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ëîãèêà Õîàðà . . . . . . . . . 75

II Àëãîðèòìû 78

4 Àëãîðèòìû 79
4.1. Ïîíÿòèå àëãîðèòìà è âû÷èñëèìîé ôóíêöèè . . . . . . 79
4.2. Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.1. Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè . . . . . . . 81
4.2.2. ×àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè . . . . . . . . 82
4.2.3. Òåçèñ ×�åð÷à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.3. Ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.3.1. Âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íà ìàøèíå Òüþðèíãà-

Ïîñòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.3.2. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.3.3. Òåçèñ Òüþðèíãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.3.4. Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà

Òüþðèíãà-Ïîñòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.4. Àëàí Òüþðèíã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.5. Ýìèëü Ïîñò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.6. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû . . . . . . . . . . . . . . . . 92



6 Îãëàâëåíèå

4.7. Àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå ïðîáëåìû . . . . . . . 92

5 Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ 94
5.1. Ïîíÿòèå î ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ . . . . . . . . . . . . 94
5.2. Êëàññû çàäà÷ P è NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.2.1. Êëàññ çàäà÷ P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.2.2. Êëàññ çàäà÷ NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà

Òüþðèíãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.3. Î ïîíÿòèè ñëîæíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.3.1. Òðè òèïà ñëîæíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.3.2. ×åòûðå êàòåãîðèè ÷èñåë

ïî Êîëìîãîðîâó . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.3.3. Òåçèñ Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.4. À.Í. Êîëìîãîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

6 Àëãîðèòìû ðåàëüíîñòè 102
6.1. Ãåíåðàòîð âèðòóàëüíîé

ðåàëüíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.2. Ïðèíöèï Òüþðèíãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.3. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíûå ñðåäû Êàíòãîóòó . . . . . . . . 105

Ëèòåðàòóðà 106



×àñòü I

Ëîãèêà



Ãëàâà 1

Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà

×åì çàíèìàåòñÿ íàóêà ëîãèêà? Ýòî òåîðèÿ, êîòîðàÿ ó÷èò, êàê íóæ-
íî ïðàâèëüíî ðàññóæäàòü, ïðàâèëüíî äåëàòü óìîçàêëþ÷åíèÿ è âû-
âîäû, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå âåðíûå (ïðàâèëüíûå) âûñêàçûâàíèÿ.
Ïîýòîìó ëîãèêà êàê íàóêà äîëæíà ñîäåðæàòü ñïèñîê ïðàâèë ïîëó-
÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ âûñêàçûâàíèé. Òàêîé íàáîð ïðàâèë, óìîçàêëþ-
÷åíèé íàçûâàåòñÿ ñïèñêîì ñèëëîãèçìîâ. 1

1.1. Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

1.1.1. Âûñêàçûâàíèÿ

Âûñêàçûâàíèå � ýòî óòâåðæäåíèå îá èçó÷àåìûõ îáúåêòàõ, èìåþùåå
îäíîçíà÷íîå è òî÷íî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå [31, c.15].

Â ðóññêîì ÿçûêå âûñêàçûâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåñòâîâà-
òåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ñîîáùàåò
íàì íå÷òî âåðíîå ëèáî íå÷òî ñîâåðøåííî íåâåðíîå. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûñêàçûâàíèå ìîæåò áûòü ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì. Èíà÷å

1Ñèëëîãèçì [ãð. syllogismos] � óìîçàêëþ÷åíèå. Ó Àðèñòîòåëÿ � óìîçà-
êëþ÷åíèå, ñîñòîÿùåå èç äâóõ âûñêàçûâàíèé A è B (ïîñûëîê), èç êîòîðûõ
ñëåäóåò òðåòüå âûñêàçûâàíèå C (âûâîä). Äëÿ ñèëëîãèçìà èñïîëüçóåòñÿ
ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü âèäà

A, B
C

.
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ãîâîðÿ, êàæäîìó âûñêàçûâàíèþ ïðèïèñûâàåòñÿ èñòèííîñòíîå çíà-
÷åíèå. Â êëàññè÷åñêîé (äâóçíà÷íîé) ëîãèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ âñåãî
äâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿ: ⊤ � ¾èñòèíà¿ è ⊥ � ¾ëîæü¿.

Åñëè äàíû äâà âûñêàçûâàíèÿ A è B, òî ëîãèêà, âî-ïåðâûõ, ãî-
âîðèò íàì, êàê èç íèõ ïîñòðîèòü íîâîå âûñêàçûâàíèå, à âî-âòîðûõ,
ó÷èò, êàê íàéòè åãî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ
âûñêàçûâàíèé èñïîëüçóþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè &,∨,⇒, ⇔ è ¬:

A&B, A ∨ B, A ⇒ B, A ⇔ B, ¬A, ¬B.

Ñâÿçêà & èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîþç ¾è¿, ñâÿçêà ∨ � ¾èëè¿,
ñâÿçêà ⇒ êàê ãëàãîëû ¾ñëåäóåò¿, ¾âûòåêàåò¿, ñâÿçêà ⇔ � ¾òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà¿ è, íàêîíåö, ¬A ïîíèìàåòñÿ êàê îòðèöàíèå
âûñêàçûâàíèÿ A (¾íå A¿).

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ íîâîãî âûñêàçûâà-
íèÿ ïðèìåíÿþò èñòèííîñòíûå òàáëèöû2:

A B A&B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B
⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤
⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥
⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤

A ¬A
⊤ ⊥
⊥ ⊤

Ëîãè÷åñêàÿ íàóêà, çàíèìàþùàÿñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, íàçûâàåò-
ñÿ àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé. Íàçâàíèå ýòî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñ-
ëè ñâÿçêó & íàçâàòü ïðîèçâåäåíèåì, à ∨ � ñëîæåíèåì. Ìû êàê áû
ïåðåìíîæàåì è ñêëàäûâàåì âûñêàçûâàíèÿ.

1.1.2. Îñíîâíûå çàêîíû ëîãèêè

Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà, êàê íàóêà î ïðàâèëüíûõ óìîçàêëþ÷åíèÿõ,
îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ çàêîíàõ.

Çàêîí òîæäåñòâà (Àðèñòîòåëü)3.

|= (A ⇔ A)

2Òàáëèöû èñòèííîñòè ââåäåíû àâñòðèéñêèì ëîãèêîì Âèòãåíøòåéíîì.
3Çíàê |= ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ôðàçó ¾èñòèííî, ÷òî¿. Çíàê ïðèäóìàí

àìåðèêàíñêèì ëîãèêîì Ñ.Ê.Êëèíè â 1956 ãîäó.
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Çàêîí íåïðîòèâîðå÷èÿ4 (Àðèñòîòåëü)5.

|=/ (A&¬A)

Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (Àðèñòîòåëü).

|= (A ∨ ¬A).

Çàêîí äîñòàòî÷íîãî îñíîâàíèÿ (Ëåéáíèö). Íèêàêîå âûñêàçûâà-
íèå A íå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì, ïîëó÷åííûì â õîäå ïðèìåíåíèÿ ñèëëîãèçìîâ èç ðàíåå ïðèíÿ-
òûõ óòâåðæäåíèé èëè ñòðîãî óñòàíîâëåííûõ ôàêòîâ, âûðàæåí-
íûõ òàêæå â ôîðìå âûñêàçûâàíèé.

1.1.3. Ëîãè÷åñêèé ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Â êîíöå XIX âåêà â ìàòåìàòèêå, à òî÷íåå, â òåîðèè ìíîæåñòâ áû-
ëà äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ îïðîâåðãàåò çàêîí íåïðîòèâîðå÷èÿ
Àðèñòîòåëÿ. Ïîêàæåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî.

Ïóñòü äàí îáúåêò
u = {x : x /∈ x}.

Òåîðåìà 1.1. |= (u ∈ u)&(u /∈ u).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì, ÷òî u ∈ u. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâåäåì ìåòîäîì îò ïðî-
òèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u /∈ u. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà
u ñëåäóåò, ÷òî u ∈ u. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåä-
ïîëîæåíèåì. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è âåðíî, ÷òî u ∈ u.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

À òåïåðü äîêàæåì, ÷òî u /∈ u. Ñíîâà ïðèìåíèì ðàññóæäåíèå
îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè u ∈ u. Òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà u ñëåäóåò, ÷òî u /∈ u. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íà-
øåìó èñõîäíîìó äîïóùåíèþ, ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè u /∈ u.
Òðåáóåìîå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

4×àùå ýòîò çàêîí íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ïðîòèâîðå÷èÿ.
5Çíàê |=/ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ôðàçó ¾ëîæíî, ÷òî¿.
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1.1.4. Àëãåáðà (ëîãèêà) âûñêàçûâàíèé

Â ïîâñåäíåâíîé æèçíè ìîæíî íàéòè ïðèìåðû óòâåðæäåíèé, ñîäåð-
æàùèå ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ôèêñèðóåòñÿ.
Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå

X3 + 1 > 0

ñîäåðæèò ïàðàìåòð X. Ïîêà ïåðåìåííîé X íå ïðèäàíî çíà÷åíèå,
ñêàæåì, 2, ìû íå ìîæåì íè÷åãî ñêàçàòü î ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâå-
äåííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â ëîãèêå ïåðåìåííûì ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â óòâåðæäåíèÿ,
åñòåñòâåííî ïðèïèñûâàòü çíà÷åíèå ⊤ èëè ⊥, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì âû-
ñêàçûâàíèÿ. Íàçîâåì òàêèå ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû, ñëåäóÿ òðàäè-
öèè, ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Êàê ïðàâèëî, äëÿ êðàòêî-
ñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå èìåíóþò ïðîñòî ïåðåìåííûìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ êàê X1, X2, ..., Xn, ...

Ïîñêîëüêó ëîãèêà ïîä âëèÿíèåì ìàòåìàòèêè ïðåâðàòèëàñü â
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, òî åñòåñòâåííûì áûëî èñïîëüçîâàíèå â
ëîãèêå òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â ìàòåìàòèêå. Â ÷àñòíîñòè, óòâåð-
æäåíèå A, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå, ñòàëè íàçûâàòü ôîðìóëîé. Äëÿ
òîãî ÷òîáû áûòü òî÷íûì, ëîãèê îáÿçàí áûë äàòü ñòðîãîå îïðåäå-
ëåíèå òîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå îí õîòåë áû íàçâàòü ôîðìóëîé.
Îòñþäà ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû:

1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü (àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà;

2) åñëè A è B ôîðìóëû, òî (A&B), (A∨B), (A ⇒ B) ôîðìóëû;

3) åñëè A ôîðìóëà, òî ¬A ôîðìóëà.

Êàê âèäèì, ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ ñêîáêè ( è ).
Îäíàêî, êàê ÷àñòî äåëàåòñÿ, ëèøíèå ñêîáêè îïóñêàþò. Ê ïðèìåðó,
ôîðìóëó ((A ∨ B)&C) ïèøóò êàê (A ∨ B)&C, à (A&B) êàê A&B.
Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå íå ñòàâèòü ëèøíèõ
ñêîáîê.

Ôîðìóëó A, ñîäåðæàùóþ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
X1, X2, ..., Xn, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A(X1, X2, ..., Xn).

Òåîðèÿ, êîòîðàÿ èçó÷àåò ôîðìóëû, îïðåäåëåííûå âûøå, íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé. Â àëãåáðå âûñêàçûâàíèé êàæäàÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, êàæäàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò îäíî
èç äâóõ çíà÷åíèé � ⊤ (èñòèíà) èëè ⊥ (ëîæü).
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Ôóíêöèÿ f(X1, ..., Xn) òàêàÿ, ÷òî åå ïåðåìåííûå è îíà ñàìà ìî-
ãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � ⊤ èëè ⊥ � íàçûâàåòñÿ áóëåâîé
ôóíêöèåé. Èíà÷å ãîâîðÿ, áóëåâà ôóíêöèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå

f : {⊥,⊤} × ...× {⊥,⊤}︸ ︷︷ ︸
n−ðàç

→ {⊥,⊤}.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f(X1, ..., Xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ.
Òîãäà

f(X1, ..., Xn) ≡ [f(⊤, ...,⊤)&X1&...&Xn]∨

∨[f(⊤, ...,⊤,⊥)&X1&...&Xn−1&¬Xn] ∨ ...

... ∨ [f(⊥, ...,⊥)&¬X1&...&¬Xn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [32, c.56].

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ (äâóçíà÷íàÿ) áóëåâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé ëîãèêè (àëãåáðû) âûñêàçûâàíèé.

1.1.5. Ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû

Êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òàê íà-
çûâàåìóþ ðåëåéíî-êîíòàêòíóþ ñõåìó.

Ðåëåéíî-êîíòàêòíàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðî-
ïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ X � ýòî çàìûêàþùèé êîíòàêò â ýëåê-
òðè÷åñêîé ñõåìå, êîòîðûé çàìêíóò ïðè ïîäà÷å (óïðàâëÿþùåãî) òîêà
X, ò.å. X = ⊤, è ðàçîìêíóò ïðè åãî îòñóòñòâèè � X = ⊥. Äàëåå,
ôîðìóëå ¬X îòâå÷àåò ðàçìûêàþùèé êîíòàêò, êîòîðûé çàìêíóò,
ò.å. ¬X = ⊤, ïîêà íåò òîêà (X = ⊥), è ðàçìûêàåòñÿ � ¬X = ⊥,
êîãäà òîê åñòü (X = ⊤).

Óäîáíî âìåñòî ñèìâîëà ⊤ ïèñàòü ñèìâîë 1 (òîê ïðîõîäèò), à
âìåñòî ⊥ � 0 (òîê íå ïðîõîäèò). Äèçúþíêöèè X ∨ Y ñîîòâåòñòâóåò
ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå (çàìûêàþùèõ) êîíòàêòîâ (ðèñ.1.1, b)), à
êîíúþíêöèè � ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå (ðèñ.1.1, à)). Íà ðèñ.1.1
ñèìâîë E îçíà÷àåò ¾âõîä¿, à S � òîê íà ¾âûõîäå¿.

Èç ïðîñòåéøèõ ñõåì ëåãêî ñîáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ðåëåéíî-
êîíòàêòíûå ñõåìû. Íàïðèìåð, íà ðèñ.1.2 ïðèâåäåíà ñõåìà äëÿ áó-
ëåâîé ôóíêöèè f(X,Y, Z, U,W ) = (X&W&(¬Z ∨ Y )) ∨ (U&¬X).
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Ðèñ. 1.1: Ïðîñòåéøèå ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû.

Ðèñ. 1.2: Ðåëåéíî-êîíòàêòíàÿ ñõåìà äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè
f(X,Y, Z, U,W ) = (X&W&(¬Z ∨ Y )) ∨ (U&¬X).
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1.1.6. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû

Äâå ôîðìóëû A(X1, X2, ..., Xn) è B(X1, X2, ..., Xn) íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íîñèëüíûìè, åñëè èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ,
âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ X1, X2, ..., Xn. Äëÿ ðàâíîñèëüíûõ ôîð-
ìóë èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå A ≡ B.

Â ëîãèêå âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû:

A&B ≡ B&A
A ∨ B ≡ B ∨A

(A&B)&C ≡ A&(B&C)
(A ∨ B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C)

A&A ≡ A
A ∨A ≡ A

A&(B ∨ C) ≡ (A&B) ∨ (A&C)
A ∨ (B&C) ≡ (A ∨ B)&(A ∨ C)

A&⊥ ≡ ⊥
A ∨⊥ ≡ A
A&⊤ ≡ A
A ∨⊤ ≡ ⊤
¬(¬A) ≡ A

¬(A&B) ≡ ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨ B) ≡ ¬A&¬B

A&¬A ≡ ⊥
A ∨ ¬A ≡ ⊤

A ∨ (A&B) ≡ A
A&(A ∨ B) ≡ A

(1.1)

è äîïîëíèòåëüíî ê ýòèì ôîðìóëàì åùå äâå

(A ⇒ B) ≡ (¬A ∨ B)
(A ⇒ B) ≡ ¬(A&¬B).

(1.2)
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1.1.7. Àëãåáðà Áóëÿ

Ïðåäñòàâèì òåïåðü òåîðèþ, êîòîðàÿ èìååò ïåðåìåííûå, ôîðìóëû,
ïîñòðîåííûå èç àòîìàðíûõ ôîðìóë (ïåðåìåííûõ) ñ ïîìîùüþ òðåõ
îïåðàöèé ⊓,⊔,∼ � àíàëîãîâ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê &,∨,¬ è àíàëîãîâ
1, 0 äâóõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ⊤,⊥. Åñëè ôîðìóëû (1.1) ïðè çà-
ìåíå â íèõ &,∨,¬,⊤,⊥ íà ⊓,⊔,∼, 1, 0 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, òî
ìû èìååì íîâóþ àáñòðàêòíóþ àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àëãåáðîé Áóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà âûñêàçûâàíèé � ýòî ïðèìåð àëãåáðû
Áóëÿ, îáÿçàííîé ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì ëîãèêå Àðèñòîòåëÿ.

Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé � ýòî ëîãè÷åñêàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ñóùå-
ñòâóþò è íå ëîãè÷åñêèå áóëåâû àëãåáðû. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ
ìíîæåñòâ Êàíòîðà [4]. Ïåðåìåííûå � ýòî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
X. Ðîëü îïåðàöèé ⊓,⊔,∼ èãðàþò ïåðåñå÷åíèå ∩, îáúåäèíåíèå ∪ è
äîïîëíåíèå \ (äî X), à âìåñòî 0, 1 íàäî âçÿòü ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅
è ñàìî X.

1.1.8. Èñòèííûå è îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Ôîðìóëà A(X1, ..., Xn) íàçûâàåòñÿ èñòèííîé (âûïîëíèìîé), åñ-
ëè ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ X10, ..., Xn0 òàêîé, ÷òî
A(X10, ..., Xn0) = ⊤.

Ôîðìóëà A(X1, ..., Xn) íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, åñëè ïðè ëþ-
áîì íàáîðå ïåðåìåííûõ îíà èñòèííà. Äëÿ îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû
èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü

|= A.

1.1.9. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà A(X1, ..., Xn). Ìîæíî ëè êàê-òî
ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé? Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
ñïîñîá (àëãîðèòì), ïîçâîëÿþùèé â êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ óáåäèòüñÿ
â ýòîì, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîáëåìà ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë
àëãåáðû âûñêàçûâàíèé ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 1.3. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè â àëãåáðå âûñêàçûâàíèé
èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìàòðèâàÿ íàáîð ïåðåìåííûõ (X1, ..., Xn) íà ìíîæåñòâå

{⊥,⊤}, èìååì 2n âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé. Äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè
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ëåãêî âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîðìóëû A. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, íàïèñàâ ïðîãðàììó äëÿ êîìïüþòåðà. Íàéäÿ âñå çíà÷åíèÿ
ôîðìóëû, ìû óçíàåì âñåãäà ëè îíà èñòèííà. Åñëè ¾äà¿, òî ôîðìóëà
A îáùåçíà÷èìà.

Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîâåðèòü òîæäåñòâåííóþ èñ-
òèííîñòü ôîðìóëû áûâàåò î÷åíü ñëîæíî, åñëè îíà èìååò áîëüøîå
÷èñëî ïåðåìåííûõ. Íà âû÷èñëåíèå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ôîðìó-
ëû ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñëèøêîì ìíîãî ìàøèííîãî âðåìåíè.

1.1.10. Ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå

Ïóñòü äàíû ôîðìóëû A1, ...,Am,B. Ôîðìóëà B ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷å-
ñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë A1, ...,Am, åñëè, ïðèäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûì X1, ...., Xn, îò êîòîðûõ çàâèñÿò âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ôîðìóëû, âñÿêèé ðàç, êîãäà èñòèííû îäíîâðåìåííî âñå ôîðìóëû
A1, ...,Am, èñòèííà è ôîðìóëà B.

Äëÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü

A1, ...,Am |= B.

Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü èñòèííîñòíóþ òàáëèöó.

Ïðèìåð 1.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî

X,Y, (Z&X ⇒ ¬Y ) |= ¬Z. (1.3)

Èìååì èñòèííîñòíóþ òàáëèöó:

X Y Z Z&X ⇒ ¬Y ¬Z
⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥
⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤

Èç âòîðîé ñòðîêè âèäíî, ÷òî (1.3) åñòü ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 1.4 (î äåäóêöèè. Ýðáðàí (1930)). Åñëè A |= B, òî
|= (A ⇒ B) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñïîëüçóåì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ñâÿçêè ⇒. Èç óñëîâèÿ

A |= B âûòåêàåò, ÷òî åñëè A = ⊤, òî B = ⊤. Íî òîãäà |= (A ⇒ B),
èáî ñëó÷àé, êîãäà A = ⊤, B = ⊥, èñêëþ÷åí.

Òåîðåìà 1.4 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1. A1, ...,Am |= B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|= (A1&...&Am ⇒ B) .
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1.1.11. Ñèëëîãèçìû

Ñèëëîãèçì � ýòî ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå èç (èñòèííûõ) âûñêàçûâà-
íèé ïîëó÷àòü íîâûå (èñòèííûå) âûñêàçûâàíèÿ.

Ïðèâåäåì íåïîëíûé ñïèñîê ñèëëîãèçìîâ:

A, A ⇒ B
B (Modus ponens)

A ⇒ B, ¬B
¬A (Modus tollens)

A ⇒ B, B ⇒ C
A ⇒ C

A, B
A&B

A&B
A, B

A ∨ B, ¬B
A

¬(A&B), A
¬B

A ⇒ (B ⇒ C)
B ⇒ (A ⇒ C)

A ⇒ (B ⇒ C)
A&B ⇒ C

A&B ⇒ C
A ⇒ (B ⇒ C)

1.2. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ èçîáðåòåíà Ãîòëîáîì Ôðåãå. ¾Îí ñ÷èòàë åå óíè-
âåðñàëüíûì ÿçûêîì, â êîòîðîì ìîæíî áûëî áû ïðåäñòàâèòü ñè-
ñòåìàòè÷åñêè è ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íûì îáðàçîì ëþáóþ âîçìîæíóþ
ôîðìó ðàöèîíàëüíîãî ìûøëåíèÿ, êîòîðàÿ ìîãëà áû ñòàòü ÷àñòüþ
äåäóêòèâíîãî ìûøëåíèÿ¿ [38].
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1.2.1. Ïðåäèêàòû è ôîðìóëû

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ6 � ýòî ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü âûñêàçûâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ èëè îòíîøåíèé ìåæäó íèìè.

Îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P (x) � ýòî óòâåðæäåíèå îá îáúåêòå x,
ãäå x ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåìåííàÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè â P (x)
âìåñòî x ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûé èçó÷àåìûé îáúåêò a, òî ïîëó÷à-
åì âûñêàçûâàíèå, ïðèíàäëåæàùåå àëãåáðå âûñêàçûâàíèé. Â òàêîì
ñëó÷àå P (a) = ⊤ èëè P (a) = ⊥.

Ìíîãîìåñòíûé ïðåäèêàò P (x1, ..., xn) � ýòî óòâåðæäåíèå îá
îáúåêòàõ x1, ..., xn, ãäå x1, ..., xn ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïåðåìåííûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå x1 = a1, ..., xn = an ïîëó÷èì âû-
ñêàçûâàíèå P (a1, ..., an), ÿâëÿþùååñÿ èñòèííûì èëè ëîæíûì.

Ðàñøèðåíèå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé äî ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïîëó-
÷àåòñÿ çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â ôîðìóëû óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ
ïðåäèêàòàìè. Íî ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïðåäèêàòû îòíîñÿòñÿ ê èçó-
÷àåìûì îáúåêòàì, ìû îáÿçàíû âêëþ÷èòü â òåîðèþ è ñàìè îáúåêòû
a1, .....an, ... Ïîýòîìó, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå ôîðìóë â ëîãèêå ïðå-
äèêàòîâ, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ïðèíöèïû îïèñàíèÿ â ëîãèêå ïðåäè-
êàòîâ îáúåêòîâ. Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ òåðì.

Èìååì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå òåðìà:

1) ïåðåìåííûå x1, ..., xn, ... äëÿ îáúåêòîâ � ýòî òåðìû;

2) åñëè f(·, ..., ·) ôóíêöèÿ n-ïåðåìåííûõ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå èçó÷àåìûì îáúåêòàì îáúåêò, è t1, ..., tn òåðìû, òî
f(t1, ..., tn) òåðì.

Òåïåðü ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå ôîðìóëû:

1) åñëè P (·, ..., ·) n-ìåñòíûé ïðåäèêàò, à t1, ..., tn òåðìû, òî
P (t1, ..., tn) (àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà;

2) åñëè A è B ôîðìóëû, òî (A&B), (A∨B), (A ⇒ B) ôîðìóëû;
3) åñëè A ôîðìóëà, òî ¬A ôîðìóëà;

4) åñëè A(x) ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ x, òî

∀xA(x), ∃xA(x) (1.4)

ôîðìóëû.

6Ïðåäèê�àò [ëàò. praedicatum] � 1) ñêàçóåìîå; 2) ëîãè÷åñêîå ñêàçóåìîå;
òî, ÷òî â óòâåðæäåíèè âûñêàçûâàåòñÿ îá îáúåêòå [40].
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Îáðàùàþò âíèìàíèå íà ñåáÿ íåîáû÷íûå çíà÷êè â ôîðìóëå
(1.4). Ýòî êâàíòîðû. Çíàê ∀ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè,
à çíàê ∃ íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ââåë èõ â ëîãèêó
×.Ñ.Ïèðñ7, õîòÿ èäåÿ êâàíòèôèêàöèè ïðèíàäëåæèò Ã.Ôðåãå.

Ñèìâîë ∀x èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ôðàçà ¾äëÿ âñåõ x¿, ñîîòâåò-
ñòâåííî ∃x � ¾ñóùåñòâóåò x¿. Íå ñòîèò ìíîãî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî
ââåäåíèå êâàíòîðîâ ñóùåñòâåííî îáîãàùàåò ÿçûê è, ñëåäîâàòåëüíî,
âîçìîæíîñòè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ïåðåìåííàÿ x, âõîäÿùàÿ â ôîðìóëó A, íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé,
åñëè îíà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì êâàíòîðà ∀x èëè ∃x. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ïåðåìåííàÿ x â ôîðìóëå A ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Íàïðèìåð,
â ôîðìóëàõ

∃x(x = y),

∀xB(x, y)
ïåðåìåííàÿ x ñâÿçàííàÿ, à ïåðåìåííàÿ y ñâîáîäíàÿ.

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ âûñêà-
çûâàíèåì.

1.2.2. Èíòåðïðåòàöèè

Çà êàæäîé ôîðìóëîé ñêðûâàåòñÿ íå÷òî, â ñâÿçè ñ ÷åì îíà áûëà íà-
ïèñàíà è î ÷åì îíà ïîâåñòâóåò, òî åñòü ñêðûâàåòñÿ åå ñîäåðæàíèå.
Ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ôîðìóë, èõ ñìûñë, 8 îòíîñèòñÿ ê ñïåöèàëü-
íîìó ðàçäåëó ëîãèêè, íàçûâàåìîìó ñåìàíòèêîé.9 Âûÿñíèòü ñîäåð-
æàíèå ôîðìóëû ìîæíî îáðàùàÿñü ê ðåàëüíîìó ìèðó ïðåäìåòîâ.
Äåëàåòñÿ ýòî ïîñðåäñòâîì èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû.

Èíòåðïðåòàöèÿ ñîñòîèò â óêàçàíèè êîíêðåòíîãî íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà M , íàçûâàåìîãî îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè, è íåêîòîðî-
ãî ïðàâèëà, ïî êîòîðîìó êàæäîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó P (·, ..., ·)
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå n-ìåñòíîå îòíîøåíèå P ⊂ Mn âM , à ôóíê-
öèÿì (îïåðàöèÿì) n ïåðåìåííûõ f(·, ..., ·), ó÷àñòâóþùèì â îïðåäå-
ëåíèè òåðìîâ, êîíêðåòíûå ôóíêöèè (îïåðàöèè) f : Mn → M íà M .

7Ïî äðóãèì äàííûì êâàíòîðû ââåë Ïåàíî [31, c.14].
8Ñìûñë � ýòî âíóòðåííåå ñîäåðæàíèå, çíà÷åíèå ôîðìóëû, ïîñòèãàåìîå

ðàçóìîì.
9Ñåìàíòèêà [ãð. s�emanticos] � 1) ñìûñëîâàÿ ñòîðîíà åäèíèö ÿçûêà �

ñëîâ, ÷àñòåé ñëîâà, ñëîâîñî÷åòàíèé; 2) ðàçäåë ëîãèêè, èññëåäóþùèé îò-
íîøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ è ñîñòàâëåííûõ èç íèõ âûðàæåíèé (ôîðìóë)
ê ïîíÿòèÿì è ïðåäìåòàì äåéñòâèòåëüíîñòè [40].
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Ïðè çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû,
ìûñëÿòñÿ ïðîáåãàþùèìè îáëàñòü M .

Ôîðìàëüíî èíòåðïðåòàöèÿ � ýòî ñòðóêòóðà âèäà10

M =< M ;P 1, ..., P p; f1, ..., fq > .

Ñîäåðæàíèåì ïðè èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû íàïîëíÿþòñÿ áëàãî-
äàðÿ òîìó, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M óæå ïðèâÿçàíû ê êîíêðåò-
íîé ðåàëüíîñòè, çíàêîìû è ïîíÿòíû. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà
M = IR, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ó íàñ
íå ïîÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâà áåñïîêîéñòâà, ïîä ôîðìóëàìè ìû ïîíèìàåì
ñâåäåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûé ïðî÷íî ïðèâÿçàí
ê ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè èíæåíåðîâ, ôèçèêîâ, õèìèêîâ è ò.ä.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàì ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, êîãäà ôîðìóëà ïðè îïðåäå-
ëåííîé ôèêñàöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ èñòèííà, êîãäà ëîæíà.

1.2.3. Èñòèííîñòü è âûïîëíèìîñòü ôîðìóë.
Ìîäåëè, îáùåçíà÷èìîñòü, ëîãè÷åñêîå
ñëåäñòâèå

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó A(x1, ..., xn) è íåêîòîðóþ åå èíòåðïðåòà-
öèþ M.

Ôîðìóëà A(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ èñòèííîé â èíòåðïðåòàöèè
M =< M ;P 1, ..., P p; f1, ..., fq >, åñëè îíà èñòèííà ïðè ëþáîì âûáî-
ðå x1 = a1, ..., xn = an, ãäå a1, ..., an ∈ M .

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé â èíòåðïðåòàöèè M, åñëè
îíà èñòèííà ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ïåðåìåííûõ x1 = a1, ..., xn = an,
ãäå a1, ..., an ∈ M .

Èíòåðïðåòàöèÿ M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ñîâîêóïíîñòè ôîð-
ìóë A1, ...,Am, åñëè îíè èñòèííû â M. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

M |= A1, ...,Am.

Ôîðìóëà A îáùåçíà÷èìà, åñëè îíà èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðå-
òàöèè. Äëÿ îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû ïèøåì

|= A.

10Î ïîíÿòèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñì. â êíèãå Í.Áóðáàêè ¾Òåî-
ðèÿ ìíîæåñòâ¿.
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Åñëè ôîðìóëà A îáùåçíà÷èìà, òî ôîðìóëà ¬A íàçûâàåòñÿ ëîãè÷å-
ñêè ëîæíîé, èëè ïðîòèâîðå÷èåì.

Ïóñòü äàíû äâå ôîðìóëû A(x1, ..., xn) è B(x1, ..., xn). Ôîðìóëà
B ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû A, åñëè âî âñÿêîé èí-
òåðïðåòàöèè ôîðìóëà B âûïîëíåíà íà êàæäîì íàáîðå ïåðåìåííûõ
x1 = a1, ..., xn = an, íà êîòîðîì âûïîëíåíà ôîðìóëà A. Ñèìâîëè-
÷åñêè äëÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå

A |= B.

Òåîðåìà 1.5. A |= B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |= (A ⇒ B) .

Ôîðìóëû A(x1, ..., xn) è B(x1, ..., xn) íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíû-
ìè, åñëè A |= B è B |= A. Äëÿ ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë èñïîëüçóåòñÿ
çàïèñü: A ≡ B.

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë:

∀xA(x)&B ≡ ∀x[A(x)&B]
∃xA(x)&B ≡ ∃x[A(x)&B]
∀xA(x) ∨ B ≡ ∀x[A(x) ∨ B]
∃xA(x) ∨ B ≡ ∃x[A(x) ∨ B]

(∀xA(x) ⇒ B) ≡ ∃x[A(x) ⇒ B]
(∃xA(x) ⇒ B) ≡ ∀x[A(x) ⇒ B]
(B ⇒ ∀xA(x)) ≡ ∀x[B ⇒ A(x)]

(B ⇒ ∃xA(x)) ≡ ∃x[B ⇒ A(x)]

¬∀xA(x) ≡ ∃x¬A(x)

¬∃xA(x) ≡ ∀x¬A(x).

(1.5)

1.2.4. Ãîòëîá Ôðåãå

Ãîòëîá Ôðåãå (Frege) (1848 - 1925) � íåìåöêèé ëîãèê, ìàòåìàòèê
è ôèëîñîô, îñíîâîïîëîæíèê ëîãèöèçìà. Äàë ïåðâóþ àêñèîìàòèêó
ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è ïðåäèêàòîâ, ïîñòðîèë ïåðâóþ ñèñòåìó ôîð-
ìàëèçîâàííîé àðèôìåòèêè. Îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ëîãè÷åñêîé
ñåìàíòèêè.

¾Â íåîïóáëèêîâàííîé ïðè æèçíè ðàáîòå ¾Íîâàÿ ïîïûòêà îáîñ-
íîâàíèÿ àðèôìåòèêè¿ Ôðåãå ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ¾àðèôìåòèêà è
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ãåîìåòðèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ìàòåìàòèêà, ïðîèñòåêàþò èç îäíî-
ãî è òîãî æå, à èìåííî ãåîìåòðè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ïîçíàíèÿ, êîòî-
ðûé òåì ñàìûì îáðåòàåò ñòåïåíü ïîäëèííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èñ-
òî÷íèêà ïîçíàíèÿ, ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ëîãè÷åñêèé èñòî÷íèê ïî-
çíàíèÿ ïîñòîÿííî âûñòóïàåò âìåñòå ñ íèì¿ (cì.: Frege G. Schriften
zur Logik. Aus dem Nachlass. Berlin, 1973. S. 243).

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ âèäåíèå ðàñ-

Ðèñ. 1.3: Ã.Ôðåãå (1848-
1925).

ñìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû èçâåñòíûì ãåî-
ìåòðîì À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì. Îí ñ÷èòàë,
÷òî ãåîìåòðèÿ â ñâîåì ñóùåñòâå åñòü íå
÷òî èíîå, êàê îðãàíè÷åñêîå ñîåäèíåíèå
ñòðîãîé ëîãèêè ñ íàãëÿäíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â ãåî-
ìåòðèè ïðîíèçûâàåòñÿ ñòðîãîé ëîãèêîé,
à ëîãèêà îæèâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì¿ [30].

1.2.5. Ñêîëåìîâñêèå ôóíêöèè
è ñêîëåìèçàöèÿ ôîðìóë

Ôîðìóëó A ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ (1.5) ìîæíî ïðèâåñòè ê ðàâíî-
ñèëüíîé ôîðìóëå â ïðåäâàðåííîé ôîðìå, â êîòîðîé êâàíòîðû ∃, ∀
íå ïåðåìåøèâàþòñÿ, à âñòðå÷àþòñÿ ãðóïïàìè è âñå ¾âûíåñåíû âëå-
âî¿, ò.å. ëèáî ê âèäó

∃x1...∃xn1∀y1...∀yn2∃z1...∃zn3 ...B(x1, ..., xn1 , y1, ..., yn2 , z1, ..., zn3 , ...),

ëèáî ê âèäó

∀u1...∀un1∃v1...∃vn2∀w1...∀wn3 ...B(u1, ..., un1 , v1, ..., vn2 , w1, ..., wn3 , ...),

ãäå â ôîðìóëå B íåò êâàíòîðîâ. Ëåãêî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïîñëåäíèìè
ñòîÿëè êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ òîæäå-
ñòâî:

B(x1, ..., z1, ...) ≡ ∃u[B(x1, ..., z1, ...)&I(u)],
ãäå I(u) � ïðîèçâîëüíàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà.

Áóäåì òåïåðü ¾ñíèìàòü¿ â ôîðìóëå A ïîñëåäîâàòåëüíî ãðóï-
ïû êâàíòîðîâ ñëåâà íàïðàâî, çàìåíÿÿ èõ íà ôóíêöèè. Ïóòåâîä-
íîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ èäåÿ, ÷òî ïàðà êâàíòîðîâ ∀u∃v � ýòî ôóíêöèÿ
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v = f(u). Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîðó êâàíòîðîâ ∀y1...∀yn2∃zi îòâå÷àåò
ôóíêöèÿ zi = gi(y1, ..., yn2). Åñëè ñàìîé ëåâîé ãðóïïîé êâàíòîðîâ
ÿâëÿþòñÿ êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ∃x1...∃xn1 , òî èì ñîîòâåòñòâó-
þò ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê çàäàíèþ èõ çíà÷åíèé
a1, ..., an1 . Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ
êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ, äîëæíà çàâèñèòü îò âñåõ ïðåäûäóùèõ
ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ êâàíòîðàìè âñåîáùíîñòè.

Ñíÿâ ãðóïïó êâàíòîðîâ â ôîðìóëå A, ìû â B îñòàâëÿåì ïåðå-
ìåííûå y1, ..., yn2 , ïî êîòîðûì ñòîÿëè êâàíòîðû âñåîáùíîñòè, à âìå-
ñòî ñëåäóþùèõ çà íèìè ïåðåìåííûõ z1, ..., ñâÿçàííûõ êâàíòîðàìè
ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå ôóíêöèè gi(y1, ..., yn2).

Â ðåçóëüòàòå èìååì íàáîð ôóíêöèé

a1, ..., an1 , g1(y1, ..., yn2), ..., gn3(y1, ..., yn2), ...

..., h1(y1, ..., wnk−1), ...hnk (y1, ..., wnk−1)
(1.6)

è ôîðìóëó

B(a1, ..., an1 , y1, ..., yn2 , g1(y1, ..., yn2), ..., gn3(y1, ..., yn2), ...

..., h1(y1, ..., wnk−1), ..., hnk (y1, ..., wnk−1)).
(1.7)

Ôóíêöèè (1.6) íàçûâàþòñÿ ñêîëåìîâñêèìè (ðàçðåøàþùèìè) â
èíòåðïðåòàöèè M, åñëè ôîðìóëà (1.7) èñòèííà â M. Î÷åâèäíî,
÷òî ôîðìóëà (1.7) èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M |= As,

ãäå

As = ∀y1...∀yn2 ...∀w1...∀wnk−1B(a1, ..., an1 , y1, ..., g1(y1, ..., yn2), ...

..., w1, ..., h1(y1, ..., wnk−1), ..., hnk (y1, ..., wnk−1)).

Ôîðìóëà As íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ÿâëÿåò-
ñÿ ∀−ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñêîëåìèçàöèè èñõîäíîé
ôîðìóëû A.
Òåîðåìà 1.6 (Ýðáðàí). Ôîðìóëà A èìååò ìîäåëü M òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåå ñóùåñòâóþò ñêîëåìîâñêèå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ôîðìóëû, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ãðóïïû

êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ 11. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè ïî ÷èñëó ãðóïï êâàíòîðîâ.

11Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [32].
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Åñëè
A = ∃x1...∃xnB(x1, ..., xn),

òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè, M |= A òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ýëåìåíòîâ a1, ..., an ∈ M , äëÿ êîòîðîãî
A(a1, ..., an) = ⊤. Íî íàáîð a1, ..., an � ýòî êàê ðàç ñêîëåìîâñêèå
ôóíêöèè äëÿ A.

Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ôîðìóë ñ p ãðóïïàìè êâàíòîðîâ è äàíà
ôîðìóëà

A = ∃x1...∃xn1∀y1...∀yn2 ...B(x1, ..., y1, ...), (1.8)

ñîäåðæàùàÿ (p+ 1) ãðóïïó êâàíòîðîâ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìóëà A áûëà èñòèííà â èíòåðïðåòàöèè M,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè a1, ..., an ∈ M òàêèå,
÷òî ôîðìóëà

C = ∀y1...∀yn2 ...B(a1, ..., an1 , y1, ...)

áûëà èñòèííà âM. Íî ôîðìóëà C ñîäåðæèò óæå p ãðóïï êâàíòîðîâ.
Ïîýòîìó ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþM |= C òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ñêîëåìîâñêèå ôóíêöèè

g1(y1, ..., yn2), ..., gn3(y1, ..., yn2), ...

äëÿ ôîðìóëû C. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè

a1, ..., an1 , g1(y1, ..., yn2), ..., gn3(y1, ..., yn2), ...

ÿâëÿþòñÿ ñêîëåìîâñêèìè äëÿ A. Äëÿ íèõ ôîðìóëà

B(a1, ..., an1 , y1, ..., yn2 , g1(y1, ..., yn2), ...)

èñòèííà â M. Íî ýòî îçíà÷àåò èñòèííîñòü ôîðìóëû A â M.
Òåîðåìà 1.6 äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1.2. Ïðîâåñòè ñêîëåìèçàöèþ ôîðìóëû

A = ∃x∃y∀z∀u∃vB(x, y, z, u, v).

Ïåðåìåííûå x, y çàìåíÿåì íà êîíñòàíòû a, b ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåìåííûå
z, u îñòàâëÿåì, à âìåñòî v ââîäèì ñêîëåìîâñêóþ ôóíêöèþ f(z, u). Ïîëó-
÷àåì ôîðìóëû

B(a, b, z, u, f(z, u))
è

As(a, b) = ∀z∀uB(a, b, z, u, f(z, u)).
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1.3. Ìåòîä ðåçîëþöèé

1.3.1. Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé A. Êàê
ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû A? Ýòî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé Äæ. Ðîáèíñîíà, ê èçëîæåíèþ êîòîðîãî
ìû ïðèñòóïàåì12.

Î÷åâèäíî, ÷òî |= A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
òèâîðå÷èåì ôîðìóëà ¬A.

Ôîðìóëó ¬A ïðèâîäèì ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå
(ÊÍÔ). ÊÍÔ � ýòî ôîðìóëà, ðàâíîñèëüíàÿ äàííîé ôîðìóëå è çà-
ïèñàííàÿ â âèäå êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ïîñòðî-
åííûõ íà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå

¬A = D1&...&Dp,

ãäå Di åñòü äèçúþíêöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Òåì ñàìûì ìû ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ K = {D1, ...,Dp}.

Äâà äèçúþíêòà ýòîãî ìíîæåñòâà Di è Dj , ñîäåðæàùèå ïðîïîçè-
öèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, � êîíòðàð-
íûå ëèòåðàëû, ò.å., ê ïðèìåðó, Y è ¬Y , è, ñëåäîâàòåëüíî, Di =
D′

i∨Y, Dj = D′
j ∨¬Y , ôîðìèðóþò òðåòèé äèçúþíêò � ðåçîëüâåíòó

D′
i ∨ D′

j , â êîòîðîé èñêëþ÷åíû êîíòðàðíûå ëèòåðàëû:

R
Di, Dj

D′
i ∨ D′

j

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Di = Y, Dj = ¬Y , òî ðåçîëüâåíòà äëÿ íèõ �
ýòî äèçúþíêöèÿ, íè÷åãî íå ñîäåðæàùàÿ (îòñóòñòâóþò D′

i è D′
j). Åå

íàçûâàþò ïóñòîé ðåçîëüâåíòîé è îáîçíà÷àþò çíàêîì ⊔⊓.

Òåîðåìà 1.7. Ðåçîëüâåíòà D′
i ∨ D′

j , � ýòî ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå
äèçúþíêòîâ Di è Dj, ò.å.

Di,Dj |= (D′
i ∨ D′

j).

12Îäíèì èç ïåðâûõ ðåàëèçîâàë ìåòîä Ýðáðàíà íà âû÷èñëèòåëüíîé
ìàøèíå Ãèëìîð. Îäíàêî åãî ïðîãðàììà ñïðàâèëàñü ñ äîêàçàòåëüñòâîì
íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ôîðìóë, íî ñòîëêíóëàñü ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè â
äîêàçàòåëüñòâå äðóãèõ ôîðìóë ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

|= Di&Dj ⇒ (D′
i ∨ D′

j) (1.9)

èëè
|= (D′

i ∨ Y )&(D′
j ∨ ¬Y ) ⇒ (D′

i ∨ D′
j).

Íî
[(D′

i ∨ Y )&(D′
j ∨ ¬Y ]) ≡ [(D′

i ∨ Y )&(¬Y ∨ D′
j)] ≡

≡ [(D′
i ∨ Y )&(Y ⇒ D′

j)].

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|= [(D′
i ∨ Y )&(Y ⇒ D′

j) ⇒ (D′
i ∨ D′

j)]. (1.10)

Ôîðìóëà (1.10) ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåçíà÷èìîé13 ôîðìóëû

|= [(A ∨ B)&(B ⇒ C) ⇒ (A ∨ C)] (1.11)

ïîäñòàíîâêàìè:
A → D′

i, B → Y, C → D′
j .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (1.10) îáùåçíà÷èìà. Ïîýòîìó îáùåçíà÷è-
ìà è ôîðìóëà (1.9).

Òåîðåìà 1.7 äîêàçàíà.

Íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ïîëó÷åíèÿ ðåçîëüâåíò ê ìíî-
æåñòâó äèçúþíêò, ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü ïóñòîé äèçúþíêò ⊔⊓.

Íàëè÷èå ïóñòîãî äèçúþíêòà ⊔⊓ ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîëó÷åíèè
ïðîòèâîðå÷èÿ, ïîñêîëüêó ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ
ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó äèçúþíêòîâ Y è ¬Y , êàæäûé èç êîòî-
ðûõ ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû ¬A â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

A&B
A, B .

Êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïîëó÷åíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû ¬A, îçíà÷àåò îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû A.

Òåîðåìà 1.8 (äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî). Åñëè Γ,¬A |= ⊥,
ãäå Γ ìíîæåñòâî ôîðìóë, òî Γ |= A.

13Â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç òåîðåìû äåäóêöèè

(Γ,¬A |= ⊥) ⇔|= (Γ&¬A ⇒ ⊥).

Îäíàêî

(Γ&¬A ⇒ ⊥) ≡ (¬(Γ&¬A) ∨ ⊥) ≡ ¬(Γ&¬A) ≡ (Γ ⇒ A).

Ïîýòîìó |= (Γ ⇒ A).
Òåîðåìà 1.8 äîêàçàíà.

Èçëîæèì ïî øàãàì

Àëãîðèòì ìåòîäà ðåçîëþöèé.

Øàã 1. Ïðèíÿòü îòðèöàíèå ôîðìóëû A, ò.å. ¬A.
Øàã 2. Ïðèâåñòè ôîðìóëó ¬A ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé

ôîðìå.
Øàã 3. Âûïèñàòü ìíîæåñòâî åå äèçúþíêòîâ:

K = {D1,D2, ...,Dp}.

Øàã 4. Âûïîëíèòü àíàëèç ïàð ìíîæåñòâà K ïî ïðàâèëó: åñëè
ñóùåñòâóþò äèçúþíêòû Di è Dj , îäèí èç êîòîðûõ (Di) ñîäåðæèò
ëèòåðàë X, à äðóãîé (Dj) � êîíòðàðíûé ëèòåðàë ¬X, òî íóæíî
ñîåäèíèòü ýòó ïàðó ëîãè÷åñêîé ñâÿçêîé äèçúþíêöèè (Di ∨ Dj) è
ñôîðìèðîâàòü íîâûé äèçúþíêò � ðåçîëüâåíòó, èñêëþ÷èâ êîíòðàð-
íûå ëèòåðàëû X è ¬X.

Øàã 5. Åñëè â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ äèçúþíêòîâ, ñîäåðæàùèõ
êîíòðàðíûå ëèòåðàëû, áóäåò ïîëó÷åíà ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà � ⊔⊓, òî
ðåçóëüòàò äîñòèãíóò (äîêàçàòåëüñòâî ïîäòâåðäèëî ïðîòèâîðå÷èå), â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âêëþ÷èòü ðåçîëüâåíòó â ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ
K è ïåðåéòè ê øàãó 4.

Ïðè ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî àëãîðèòìà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

• Ñðåäè òåêóùåãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ íåò ðåçîëüâèðóåìûõ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà A íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

• Íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷àåòñÿ ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà. Ôîðìóëà
A îáùåçíà÷èìà.

• Ïðîöåññ íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ò.å. ìíîæåñòâî äèçúþíêò ïîïîë-
íÿåòñÿ âñå íîâûìè ðåçîëüâåíòàìè, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïóñòûõ.
Â òàêîì ñëó÷àå íåëüçÿ íè÷åãî ñêàçàòü îá îáùåçíà÷èìîñòè
ôîðìóëû A.
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Ìåòîä ðåçîëþöèé ïðèãîäåí è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ôîð-
ìóëà B ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë F1, ...,Fn, ïîñêîëü-
êó, êàê âûòåêàåò, èç ñëåäñòâèÿ 1.1,

F1, ...,Fn |= B ⇔ |= (F1&...&Fn ⇒ B).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ¾çàïóñòèòü¿ àëãîðèòì ìåòîäà ðåçîëþöèé, íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

(F1&...&Fn ⇒ B) ≡ ¬(F1&...&Fn&¬B).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà A = ¬(F1&...&Fn ⇒ B) îáùåçíà÷èìà, åñ-
ëè ôîðìóëà ¬A = (F1&...&Fn&¬B) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Äàëåå
ïðèìåíÿåì îïèñàííûé ïî øàãàì ìåòîä ðåçîëþöèé ê ôîðìóëå A.

Ïðèìåð 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî

X,B, (C&X ⇒ ¬B) |= ¬C. (1.12)

Èìååì
A = X&B&(C&X ⇒ ¬B) ⇒ ¬C,

A = ¬[X&B&(C&X ⇒ ¬B)&¬(¬C)]

è
¬A = X&B&(C&X ⇒ ¬B)&¬(¬C).

Òàê êàê
(C&X ⇒ ¬B) ≡ (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), ¬(¬C) ≡ C,

òî
¬A = X&B&(¬C ∨ ¬X ∨ ¬B)&C.

Ñëåäîâàòåëüíî,
K = {X,B, (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), C}.

Ðåçîëüâåíòà äëÿ (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B) è C � äèçúþíêò (¬X ∨ ¬B). Ïîýòîìó

K = {X,B, (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), C, (¬X ∨ ¬B)}.

Ðåçîëüâåíòà äëÿ X è (¬X ∨ ¬B) � äèçúþíêò ¬B, è

K = {X,B, (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), C, (¬X ∨ ¬B),¬B}.

Ïîëó÷àåì ïóñòóþ ðåçîëüâåíòó ⊔⊓ äëÿ äèçúþíêòîâ B è ¬B. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå (1.12) óñòàíîâëåíî.

Ïðèìåð 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî

(C&X ⇒ ¬B) |= ¬C.

Èìååì
A = (C&X ⇒ ¬B) ⇒ ¬C,
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A = ¬[(C&X ⇒ ¬B)&¬¬C].

Ñëåäîâàòåëüíî,
¬A = (C&X ⇒ ¬B)&¬(¬C).

Èùåì äèçúþíêòû:

(C&X ⇒ ¬B) ≡ (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), ¬(¬C) ≡ C.

Òàêèì îáðàçîì,
K = {(¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), C}.

Ðåçîëüâåíòà äëÿ (¬C ∨ ¬X ∨ ¬B) è C � ýòî (¬X ∨ ¬B). Ïîýòîìó

K = {(¬C ∨ ¬X ∨ ¬B), C, (¬X ∨ ¬B)}.

Ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïóñòîé ðåçîëüâåíòû íåò. Ôîðìóëà ¬C íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (C&X ⇒ ¬B).

1.3.2. Ìåòîä ðåçîëþöèé â ëîãèêå
ïðåäèêàòîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ôîðìóëà A. Êàê ïðîâåðèòü îáùåçíà÷è-
ìîñòü ýòîé ôîðìóëû? Ïðèìåíèì ëè ìåòîä ðåçîëþöèé? Ïðèìåíèì,
íî ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè.

Åñëè ôîðìóëà A íå ñîäåðæèò ïðåäèêàòîâ è çíàêîâ îïåðàöèé
(ôóíêöèé), òî ôàêòè÷åñêè èìååì ôîðìóëó èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâà-
íèé, ïîñêîëüêó ïðåäèêàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ïåðåìåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä ðåçîëþöèé íå òðåáó-
åò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé. Â ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà A ñîäåðæèò
êâàíòîðû, òî åå íàäî ïðèâåñòè ê ïðåäâàðåííîé ôîðìå (�1.2.5), à
çàòåì óñòðàíèòü êâàíòîðû, ââîäÿ ñêîëåìîâñêèå ôóíêöèè. Ïîÿâÿò-
ñÿ, åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì çíàêè îïåðàöèé (ôóíêöèé). Çàòåì ïîëó-
÷åííóþ ôîðìóëó ïðèâîäÿò ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå è
èùóò ðåçîëüâåíòû äëÿ äèçúþíêòîâ.

×òî äåëàòü, åñëè äâà êîíòðàðíûõ ëèòåðàëà, â äàííîì ñëó÷àå îíè
èìåþò âèä P (..) è ¬P (..), ñîäåðæàò äâà ðàçíûõ òåðìà? Íàïðèìåð,
Di = D′

i ∨ P (a, x) è Dj = D′
j ∨ ¬P (a, f(b)). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäÿò

èõ óíèôèêàöèþ, ò.å. çàìåíó òåðìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò
âèä:14:

Di < x|f(b) >= [D′
i ∨P (a, x)] < x|f(b) >= D′

i < x|f(b) > ∨P (a, f(b)),

14Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü

A(t1) < t1|t2 >

îçíà÷àåò çàìåíó â ôîðìóëå A òåðìà t1 íà òåðì t2.
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Dj < x|f(b) >= [D′
j∨¬P (a, f(b))] < x|f(b) >=

= D′
j < x|f(b) > ∨¬P (a, f(b)).

Äàëåå èùåòñÿ ðåçîëüâåíòà:

R
Di, Dj

D′
i < x|f(b) > ∨ D′

j < x|f(b) >.

Ñôîðìóëèðóåì áîëåå ñòðîãî ïðàâèëà çàìåíû òåðìîâ è ïîíÿòèå
óíèôèêàöèè.

Çàìåíà � ýòî ïàðà âèäà < x|t >, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, à t � òåðì.
Ïðèìåíåíèå çàìåíû < x|t > ê òåðìó t0, âõîäÿùåìó â íåêîòîðóþ
ôîðìóëó, îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

• x < x|t >= t, åñëè x � ïåðåìåííàÿ;

• a < x|t >= a, åñëè a � êîíñòàíòà (ôèêñèðîâàííûé îáúåêò èç
M ïðè èíòåðïðåòàöèè M);

• f(t1, ..., tn) < x|t >= f(t1 < x|t >, ..., tn < x|t >).

Òàêèì îáðàçîì, óíèôèêàöèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òåðìîâ
t1, ..., tn è τ1, ..., τn � ýòî çàìåíà < x|t > òàêàÿ, ÷òî

ti < x|t >= τi < x|t > (i = 1, ...n).

Ðåçîëüâåíòà äëÿ äèçúþíêòîâ Di = D′
i ∨ P (t1), Di = D′

i ∨ ¬P (t2)
èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ óíèôèêàöèè òåðìîâ t1, t2:

R
Di, Dj

D′
i < x|t > ∨ D′

j < x|t > .

Ïðèìåð 1.5. Èìååì äâà äèçúþíêòà

D1 = P (z) ∨ ¬R(x), D2 = ¬P (f(x)) ∨Q(y).

Î÷åâèäíà çàìåíà

D1 < z|f(x) >= [P (z) ∨ ¬R(x)] < z|f(x) >= P (f(x)) ∨ ¬R(x),

D2 < z|f(x) >= [¬P (f(x)) ∨Q(y)] < z|f(x) >= ¬P (f(x)) ∨Q(y).

Òîãäà ðåçîëüâåíòà äëÿ D1 è D2 åñòü äèçúþíêò ¬R(x) ∨Q(y).

Ïðèìåð 1.6. Äëÿ äèçúþíêòîâ

D1 = P (f(x)) ∨ ¬R(x),

D2 = ¬P (g(x)) ∨Q(y)

íåò óíèôèêàöèè.



Ãëàâà 2

Ôîðìàëüíûå òåîðèè
(èñ÷èñëåíèÿ)

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ � ýòî ñïîñîá èçëîæåíèÿ ëîãèêè áåç ïðèïèñû-
âàíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì, ïðåäèêàòàì è ôîðìóëàì
êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ. Ïî çàìûñëó ñîçäàòåëåé ôîðìàëüíûõ òåîðèé
(Ãèëüáåðò è äð.) òàêèì îáðàçîì ìîæíî èçáåæàòü ìíîãèõ íåïðè-
ÿòíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè â ëîãèêå ÷åëîâå÷åñêîãî
ÿçûêà, äîïóñêàþùåãî äâóñìûñëåííîñòü, íåäîñêàçàííîñòü, ïåðåèíà-
÷èâàíèå èñõîäíî çàëîæåííîãî çíà÷åíèÿ, ñìûñëà è ò.ä.

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ � ýòî èãðà ñî çíàêàìè, èãðà ñî ñëîâàìè è
ïðåäëîæåíèÿìè, ñîñòàâëåííûìè èç çíàêîâ. Ïðè ýòîì èìååòñÿ â âè-
äó, ÷òî ïðàâèëà ñîñòàâëåíèÿ ñëîâ èç çíàêîâ è ïðàâèëà èãðû ñî ñëî-
âàìè è ïðåäëîæåíèÿìè çàðàíåå îãîâîðåíû, òî÷íî è ñòðîãî ïðîïè-
ñàíû. Â îñíîâå ôîðìàëüíîé òåîðèè � ÿçûê, íà êîòîðîì ¾ðàçãîâà-
ðèâàåò òåîðèÿ¿. Íà ïåðâîå ìåñòî âûõîäèò ñèíòàêñèñ1 ýòîãî ÿçûêà,
ò.å. ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë, â ïðîòèâîïîñòàâëåíèå ñåìàíòèêå. 2

1Ñèíòàêñèñ [< ãð. syntaxis ñîñòàâëåíèå] � 1) õàðàêòåðíûå äëÿ êîí-
êðåòíûõ ÿçûêîâ ñðåäñòâà è ïðàâèëà ñîçäàíèÿ ðå÷åâûõ åäèíèö; 2) ðàç-
äåë ãðàììàòèêè, èçó÷àþùèé ñïîñîáû ñîåäèíåíèÿ ñëîâ â ñëîâîñî÷åòàíèÿ
è ïðåäëîæåíèÿ, ñîåäèíåíèå ïðåäëîæåíèé â ñëîæíûå ïðåäëîæåíèÿ [40].

2Ñåìàíòèêà [< ãð. semanticos îáîçíà÷àþùèé] � 1) ñìûñëîâàÿ ñòîðîíà
åäèíèö ÿçûêà, ñëîâîñî÷åòàíèé; 2) ðàçäåë ëîãèêè, èññëåäóþùèé îòíîøå-
íèÿ ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ ê ïîíÿòèÿì è ïðåäìåòàì äåéñòâèòåëüíîñòè [40].

31
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2.1. Îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíîé òåîðèè,

èëè èñ÷èñëåíèÿ

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ T ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êîìïîíåíò:

1. Ìíîæåñòâà çíàêîâ, îáðàçóþùèõ àëôàâèò ÿçûêà òåîðèè.
2. Ìíîæåñòâà ñëîâ, ñîñòàâëåííûõ èç çíàêîâ àëôàâèòà, íàçûâà-

åìûõ ôîðìóëàìè.
3. Ïîäìíîæåñòâà ôîðìóë âñåãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, íàçûâàåìûõ

àêñèîìàìè.
4. Ìíîæåñòâà ïðàâèë âûâîäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èç ôîðìóë

ïîëó÷àþò ôîðìóëû.

Â ÿçûê òåîðèè T âõîäèò àëôàâèò è ôîðìóëû. Êîëè÷åñòâî àê-
ñèîì ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îíè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåì. Ïî
ñõåìàì ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ ñàìè àêñèîìû. Ïîä ëîãè÷åñêèìè àêñè-
îìàìè, êàê ïðàâèëî, ïîíèìàþò àêñèîìû áàçîâîé ëîãèêè, íàä êîòî-
ðîé íàäñòðàèâàþòñÿ êîíêðåòíûå òåîðèè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ
àêñèîì, îòðàæàþùèõ ñïåöèôèêó êîíêðåòíîé òåîðèè. Òàêèå àêñèî-
ìû íàçûâàþò íåëîãè÷åñêèìè.

Îáû÷íî ôîðìóëû ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çíàêîâ. Íî áûâà-
þò òåîðèè ñ áåñêîíå÷íî äëèííûìè ôîðìóëàìè, ò.å. ñ ôîðìóëàìè,
ñîäåðæàùèìè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíàêîâ.

2.1.1. Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
òåîðèè. Ïîëíîòà òåîðèè

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû A â òåîðèè T � ýòî êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

A1,A2, ...,An, (2.1)

ãäå êàæäàÿ ôîðìóëà Ai ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷åíà
èç ïðåäûäóùèõ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà, à An � ýòî
ôîðìóëà A.
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Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà â äîêàçàòåëüñòâå (2.1) íàçûâàåòñÿ òåîðå-
ìîé. Èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü äëÿ òåîðåì 3:

⊢ A.

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî âû-
ñêàçûâàíèÿ4 A èìååì:

⊢ A èëè ⊢ ¬A.

Ïî çàìûñëó ñîçäàòåëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ Ôðåãå, ëþáàÿ ïðà-

âèëüíî ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà, òî÷íåå âûñêàçûâàíèå, äîëæíà áûòü
òåîðåìîé, ò.å. äîëæíà áûòü äîêàçûâàåìûì óòâåðæäåíèåì. Èíà÷å
ãîâîðÿ, èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé è èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ äîëæ-
íû áûòü ïîëíûìè òåîðèÿìè. Îæèäàíèÿ Ôðåãå îïðàâäàëèñü (ñì.
íèæå òåîðåìû 2.3 è 2.6). Íî, êàê îêàçàëîñü, áîëåå ñèëüíûå òåîðèè,
âêëþ÷àþùèå àðèôìåòèêó, íåïîëíû. Ýòî áûëî äîêàçàíî Ã�åäåëåì
(ñì. íèæå òåîðåìà 2.9).

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè â íåé
íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîé ôîðìóëà

A&¬A,

ãäå A ïðîèçâîëüíîå âûñêàçûâàíèå òåîðèè.

Ñìûñë óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè â òîì, ÷òî îíî ìîæåò áûòü
äîêàçàíî ñðåäñòâàìè è â ðàìêàõ ñàìîé ôîðìàëüíîé òåîðèè. Óâû,
òàêèì ñïîñîáîì, êàê âûÿñíèëîñü, íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü äàæå
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü (ôîðìàëüíîé) àðèôìåòèêè.

2.2. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

2.2.1. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé � ýòî ñëåäóþùàÿ ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ:

3 Çíàê ⊢ ÷èòàåòñÿ êàê ¾äîêàçóåìî A¿ èëè ¾A òåîðåìà¿. Çíàê ⊢ ââåäåí
â 1879 ã. íåìåöêèì ëîãèêîì Ôðåãå.

4Âûñêàçûâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ � ýòî çàêðûòàÿ ôîðìóëà, ò.å. ôîð-
ìóëà, âñå ïåðåìåííûå êîòîðîé ñâÿçàíû êâàíòîðàìè.
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1. Àëôàâèò.

• Çíàêè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

X1, X2, ..., Xn, ...

• Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè
∨, &, ¬, ⇒ .

• Âñïîìîãàòåëüíûå çíàêè

( , ).

2. Ôîðìóëû.

• Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü (àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà.

• Åñëè A è B ôîðìóëû, òî (A&B), (A∨B), (A ⇒ B) ôîðìóëû.
• Åñëè A ôîðìóëà, òî ¬A ôîðìóëà.

3. Àêñèîìû (ñõåìû Êëèíè).

I

A ⇒ (B ⇒ A)

(A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
II

(A&B) ⇒ A
(A&B) ⇒ B
A ⇒ (B ⇒ (A&B))

III

A ⇒ (A ∨ B)
B ⇒ (A ∨ B)
(A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C))

IV

(A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬A)

¬¬A ⇒ A.

4. Ïðàâèëà âûâîäà.

A, A ⇒ B
B (modus ponens).
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5. Îïðåäåëåíèå äîêàçàòåëüñòâà.
Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë. Ôîðìóëà A âûâîäèìà èç ìíî-

æåñòâà ãèïîòåç Γ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë

A1,A2, ...,An, (2.2)

ãäå êàæäàÿ ôîðìóëà Ai ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé, ëèáî ãèïîòåçîé,
ëèáî ïîëó÷åíà èç ïðåäûäóùèõ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà âûâîäà è An �
ýòî ôîðìóëà A.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.2) � ýòî âûâîä èëè äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû A èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ. Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ
âûâîäà:

Γ ⊢ A.

Åñëè Γ = ∅, òî âûâîä íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû A, à
ñàìà ôîðìóëà A â (2.2) íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé. Èñïîëüçóåòñÿ ñèì-
âîëè÷åñêàÿ çàïèñü äëÿ òåîðåì:

⊢ A.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.1 (òåîðåìà äåäóêöèè). Åñëè
Γ,A ⊢ B, òî Γ ⊢ (A ⇒ B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [33, c.112].

2.2.2. Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Ïðèâåäåì ïðèìåð (ôîðìàëüíîãî) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.
Èòàê,

⊢ A ⇒ A.

Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü äîêàçàòåëüñòâî, íàäî ñäåëàòü íåêîòîðûå
ðàçúÿñíåíèÿ. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî � ýòî ïðîñòî öåïî÷êà ¾ãî-
ëûõ¿ ôîðìóë. ×òîáû âîñïðèíÿòü åå, íóæíî ïðîêîììåíòèðîâàòü òî,
êàê ýòà öåïî÷êà âîçíèêàåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê
ðóññêîìó ÿçûêó, ïîìèìî ÿçûêà ôîðìàëüíîãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
áóäåì èìåòü ïîäîáíî òîìó, ÷òî ïðèïèñûâàþò ìèôè÷åñêèì àíòè÷-
íûì ãðåêàì, ÷åðòåæ íà ïåñêå � ðèñóíîê ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
èç ãåîìåòðèè è ñëîâî ¾Ñìîòðè!¿

Ïîýòîìó ñëåâà áóäåì âûïèñûâàòü â ñòîëáèê ôîðìàëüíîå äîêà-
çàòåëüñòâî, à ñïðàâà äàâàòü êîììåíòàðèè ê ïðîèñõîäÿùåìó íà ìå-
òàÿçûêå, ò.å. â íàøåì ñëó÷àå � íà ðóññêîì ÿçûêå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

ßçûê Ìåòàÿçûê

1-ÿ àêñèîìà,

1 (A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A)) ïîäñòàíîâêà

B → (A ⇒ A)

2-ÿ àêñèîìà,

2 ((A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A)) ⇒ ïîäñòàíîâêè:

⇒ ((A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A))) B → (A ⇒ A)

C → A

3 ((A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A)) modus ponens

ê ïóíêòàì 1 è 2

4 A ⇒ (A ⇒ A) 1-ÿ àêñèîìà,

ïîäñòàíîâêà

B → A

5 A ⇒ A modus ponens

ê ïóíêòàì 3 è 4

÷.ò.ä.

2.2.3. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñïðàâåäëèâî óòâåð-
æäåíèå:

|= A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ⊢ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [33, c.117].

Òåîðåìà 2.3. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé � ïîëíàÿ òåîðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ¾|= A âëå÷åò ⊢ A¿ òåî-
ðåìû 2.2.

Òåîðåìà 2.4. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåî-
ðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ¾⊢ A âëå÷åò |= A¿
òåîðåìû 2.2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëà äîêàçóåìà ôîðìóëà
A = B&¬B, òî áûëî áû èñòèííî óòâåðæäåíèå B&¬B. Íî ïîñëåä-
íÿÿ ôîðìóëà ëîæíà.
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2.3. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

2.3.1. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ � ýòî ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ, ïîëó÷àåìàÿ çà
ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê èñ÷èñëåíèþ âûñêàçûâàíèé íîâûõ çíàêîâ, ïîíÿ-
òèÿ òåðìà, íîâûõ òèïîâ ôîðìóë è íîâûõ ïðàâèë âûâîäà.

1. Äîïîëíåíèÿ â àëôàâèò.

• Çíàêè èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ

x1, x2..., xn, ...

• Çíàêè èíäèâèäóàëüíûõ êîíñòàíò

c1, c2..., cn, ...

• Çíàêè ïðåäèêàòîâ

P
(n1)
1 (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n1 ìåñò

, P
(n2)
2 (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n2 ìåñò

, ...

• Çíàêè îïåðàöèé

f
(n1)
1 (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n1 ìåñò

, f
(n2)
2 (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n2 ìåñò

, ...

• Ëîãè÷åñêèå çíàêè (êâàíòîðû) ∀, ∃.
2. Òåðìû.

1) ïåðåìåííûå x1, ..., xn, ... � ýòî òåðìû;

1) êîíñòàíòû c1, ..., cn, ... � ýòî òåðìû;

2) åñëè f
(n)
m (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n ìåñò

� n-ìåñòíûé çíàê îïåðàöèè è t1, ..., tn òåðìû,

òî f
(n)
m (t1, ..., tn) òåðì.

3. Ôîðìóëû.

1) åñëè P
(n)
m (·, ..., ·)︸ ︷︷ ︸

n ìåñò

� n-ìåñòíûé çíàê ïðåäèêàòà è t1, ..., tn � òåð-

ìû, òî P
(n)
m (t1, ..., tn) � (àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà;
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2) åñëè A è B ôîðìóëû, òî (A&B), (A∨B), (A ⇒ B) ôîðìóëû;

3) åñëè A ôîðìóëà, òî ¬A ôîðìóëà;

4) åñëè A(x) ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ x, òî

∀xA(x), ∃xA(x) (2.3)

ôîðìóëû.

4. Äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû.

∀xA(x) ⇒ A(t),

A(t) ⇒ ∃xA(x),

ãäå t = t(x1, ..., xn) � òåðì è â ôîðìóëåA íåò êâàíòîðîâ ∀xi, ∃xi (i =
1, ..., n).

4. Äîïîëíèòåëüíûå ïðàâèëà âûâîäà.

B ⇒ A(x)

B ⇒ ∀xA(x)

A(x) ⇒ B
∃xA(x) ⇒ B .

Ïðèâåäåííûé ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ îáðàçóåò òåîðèþ, êî-
òîðóþ íàçûâàþò óçêèì èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ, èëè ÷èñòûì èñ-
÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ.

Ïîÿâëåíèå â òåîðèè àêñèîì, ðàçðåøàþùèõ ¾íàâåøèâàíèå êâàí-
òîðîâ¿ ïî çíàêàì îïåðàöèé èëè ïðåäèêàòîâ, ïðèâîäèò ê èñ÷èñëåíè-
ÿì âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ � ýòî òåîðèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Ðàñøèðåíèå óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ
íîâûõ çíàêîâ èíäèâèäóàëüíûõ êîíñòàíò, îïåðàöèé (çíàêîâ ôóíê-
öèé, çíàêîâ îïåðàöèé), çíàêîâ ïðåäèêàòîâ, íîâûõ àêñèîì, ñâÿçûâà-
þùèõ íîâûå çíàêè, è íîâûõ ïðàâèë âûâîäà íàçûâàåòñÿ ÷àñòî ïðè-
êëàäíûì èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ.
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2.3.2. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

Òåîðåìà 2.5 (Ã�åäåëü, 1930). Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå:

|= A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ⊢ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [46, c.71,78].

Òåîðåìà 2.6. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ � ïîëíàÿ òåîðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ¾|= A âëå÷åò ⊢ A¿ òåî-
ðåìû 2.5.

Òåîðåìà 2.7. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåî-
ðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ¾⊢ A âëå÷åò |= A¿
òåîðåìû 2.5. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëà äîêàçóåìà ôîðìóëà
A = B&¬B, òî áûëà áû îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëà B&¬B. Íî ïîñëåä-
íÿÿ ôîðìóëà ëîæíà.

2.4. Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà
2.4.1. Ýãàëèòàðíûå òåîðèè

Òåîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ, íàçûâàåòñÿ ýãàëèòàð-
íîé, åñëè îíà èìååò äîïîëíèòåëüíûé äâóìåñòíûé ïðåäèêàò = (·, ·),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ äâå íåëîãè÷åñêèå àêñèîìû:

1. ∀x(= (x, x));
2. = (x, y) ⇒ (A(..., x, ..., y, ...) ⇒ A(..., y, ..., y, ...)).

Çäåñü A ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà.
Âìåñòî = (x, y) ïèøóò x = y. Òàêèì îáðàçîì, ýãàëèòàðíàÿ òåî-

ðèÿ � ýòî ïðîñòî òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì.

2.4.2. ßçûê è ïðàâèëà âûâîäà ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè

Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà � ýòî ýãàëèòàðíîå ïðèêëàäíîå èñ÷èñëå-
íèå, â êîòîðîì äîïîëíèòåëüíî èìåþòñÿ:

1. Ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà 0.
2. Äâóìåñòíûå îïåðàöèè + è · è îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ ′.
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3. Çíàê ðàâåíñòâà · = ·.
4. Íåëîãè÷åñêèå àêñèîìû ðàâåíñòâà (�2.4.1) è ñëåäóþùèå íåëî-

ãè÷åñêèå àêñèîìû àðèôìåòèêè:

(A(0)&∀x(A(x) ⇒ A(x′))) ⇒ ∀xA(x)

(t′1 = t′2) ⇒ (t1 = t2)

¬(t′ = 0)

(t1 = t2) ⇒ ((t2 = t3) ⇒ (t1 = t3))

(t1 = t2) ⇒ (t′1 = t′2)

t+ 0 = t

(t1 + t′2) = (t1 + t2)
′

t · 0 = 0

t1 · t′2 ⇒ t1 · t2 + t1,

ãäå A � ëþáàÿ ôîðìóëà, à t, t1, t2 � ëþáûå òåðìû.

Ïåðâàÿ àêñèîìà � ýòî èçâåñòíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïîñðåä-
ñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè âìåñòî t′ ïèñàòü t + 1, òî
ÿñíî, ÷òî t′ � ýòî ñëåäóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èäóùåå çà t. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, àêñèîìû àðèôìåòèêè îïðåäåëÿþò íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà è ïðàâèëà îïåðèðîâàíèÿ ñ íèìè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ.

2.4.3. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè. Òåîðåìà Ãåíöåíà

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðûé âõîäèò â êà÷åñòâå àêñè-
îìû â ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó, ìîæåò áûòü óñèëåí çà ñ÷åò ðàñøè-
ðåíèÿ îáëàñòè åãî ïðèìåíåíèÿ äî òàê íàçûâàåìûõ òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë [4], êîòîðûå, êàê âèäíî èç èõ íàçâàíèÿ5, ¾èäóò ñëåäîì¿ çà ôè-
íèòíûìè, ò.å. íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ìîùíûé
ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, íàçâàííûé ìåòîäîì òðàíñôèíèò-
íîé èíäóêöèè [4].

Òåîðåìà 2.8 (Ãåíöåí, 1936). Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè äîêàçûâàåòñÿ â áîëåå øèðîêîé ôîðìàëüíîé òåîðèè,
ñîäåðæàùåé àðèôìåòèêó è ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [46, c.283-295].

5¾Òðàíñ¿ � çà, ¾ôèíèòíûé¿ � êîíå÷íûé.
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2.4.4. Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Â îïðåäåëåííîé ìåðå ñóùíîñòü òåîðåìû Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå äåäóê-
òèâíûõ ñèñòåì ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ôðàçå Ñâ. Èîàííà Äàìàñ-
êèíà6:

¾Áîã åñòü, ýòî î÷åâèäíî. Íî ÷òî åñòü Îí ïî ñóùåñòâó
è åñòåñòâó, � ýòî ñîâåðøåííî íåïîñòèæèìî è íåâåäîìî¿
[5, c.6].

Åìó ïðåäøåñòâîâàë Ãðèãîðèé Áîãîñëîâ:

¾...åñëè ïîçíàíèå èìååò ïðåäìåòîì ñâîèì âåùè ñóùå-
ñòâóþùèå, òî óæå òî, ÷òî âûøå ïîçíàíèÿ, êîíå÷íî, âû-
øå è áûòèÿ, è ñíîâà: òî, ÷òî ïðåâûøàåò áûòèå, òî âûøå
è ïîçíàíèÿ¿ [5, c.7].

Òî æå, íî óæå â ôîðìóëèðîâêå Ã�åäåëÿ:

Òåîðåìà 2.9. Âî âñÿêîé íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, âêëþ÷àþùåé ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó,

1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ (èñòèííàÿ) ôîðìóëà A, ÷òî íè A, íè
¬A íå ÿâëÿþòñÿ äîêàçóåìûìè;

2) óòâåðæäåíèå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòîé òåîðèè � ýòî
ôîðìóëà äàííîé òåîðèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [8, c.298-310] èëè [21, c.116].

Òåîðåìà Ã�åäåëÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ëþáîé äîñòàòî÷íî áîãàòîé
òåîðèè ñóùåñòâóþò âûñêàçûâàíèÿ, êîòîðûå âîñïðèíèìàþòñÿ êàê
èñòèííûå, ðàçóìíûå, íî òåì íå ìåíåå îíè íå ìîãóò áûòü îáîñíî-
âàíû, äîêàçàíû òåìè ñðåäñòâàìè, êîòîðûå òåîðèÿ ïðåäîñòàâëÿåò
èññëåäîâàòåëþ7. Ïî ñóùåñòâó, òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ëþáîì
ìèðå åñòü âåùè, ïîçíàíèå êîòîðûõ òðåáóåò âûõîäà â áîëåå îáøèð-
íûé, âûñøèé ìèð. Íàä êàæäîé òåîðèåé íóæíî íàäñòðàèâàòü áîëåå
èçîùðåííóþ ìåòàòåîðèþ, íàä ìåòàòåîðèåé � ìåòàìåòàòåîðèþ è ò.ä.

6Òðàäèöèîííàÿ èñòîðèÿ ïðèïèñûâàåò ýòîìó ãðå÷åñêîìó áîãîñëîâó è
ôèëîñîôó ñëåäóþùèå ãîäû æèçíè � 675-753.

7À.Í.Êîëìîãîðîâ: ¾Ìàòåìàòèêàì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ïðåäåëàõ
êàæäîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî áîãàòîé ìàòåìàòè÷åñêè, ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü âîïðîñû, êîòîðûå êàæóòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè, îñìûñ-
ëåííûìè è äîëæíû ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå îïðåäåëåííîãî îòâåòà, õîòÿ â
ïðåäåëàõ äàííîé ñèñòåìû òàêîãî îòâåòà íàéòè íåëüçÿ¿ [15].
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Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, òàê âûøëî ñ äîêàçàòåëüñòâîì íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (� 2.4.3).

Êðîìå òîãî, òåîðåìà Ã�åäåëÿ ãîâîðèò î íåñîñòîÿòåëüíîñòè èäåè
ïîëíîé ôîðìàëèçàöèè ïðîöåññà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, íå âñå ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî, êàê áû ýòîãî íè õîòåëîñü
ìàòåìàòèêàì.

2.4.5. Êóðò Ã�åäåëü

¾Àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê Êóðò

Ðèñ. 2.1: Êóðò Ã�åäåëü
(1906-1978).

Ã�åäåëü ðîäèëñÿ â Áðíî (Ñëîâàêèÿ) íà
äâàäöàòü ñåìü ëåò ïîçæå Ýéíøòåéíà è
ïîëó÷èë ôèçè÷åñêîå è ìàòåìàòè÷åñêîå
îáðàçîâàíèå â Âåíñêîì óíèâåðñèòå-
òå. Åãî íàó÷íûå èíòåðåñû ÷àñòè÷íî
ïåðåñåêàëèñü ñ èíòåðåñàìè Ýéíøòåé-
íà. Ñêðîìíûé ìàòåìàòèê � îäèíî÷êà
Ã�åäåëü, â çðåëîì âîçðàñòå òàêæå ïðè-
åõàâøèé â Ïðèíñòîíñêèé èíñòèòóò
ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé, âíåñ âàæ-
íåéøèé âêëàä â îñíîâû ìàòåìàòèêè,
íàñòîëüêî ðåâîëþöèîííûé, ÷òî ðàç-
äâèíóë ãðàíèöû ýòîé äèñöèïëèíû è
îêàçàë ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà îáùåå
ìèðîâîççðåíèå è êóëüòóðó 20 âåêà¿ [37].

¾Îêàçàâøèñü â Ïðèíñòîíå, Ã�åäåëü ïðåäëîæèë îðèãèíàëüíîå ðå-
øåíèå âûâåäåííûõ Ýéíøòåéíîì óðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè. Èç ýòîãî ðåøåíèÿ, ìåæäó ïðî÷èì, ñëåäóåò ïðèíöèïè-
àëüíàÿ âîçìîæíîñòü ìàøèíû âðåìåíè. Âîîáùå æå ñ ìàòåìàòèêè îí
ïåðåêëþ÷èëñÿ íà ôèëîñîôèþ, óâëåêñÿ òðóäàìè Ëåéáíèöà � è ïðè-
øåë ê âûâîäó, ÷òî òîò îòêðûë � íè ìíîãî íè ìàëî � Òàéíó Æèçíè.
Âïðî÷åì, ïî ìíåíèþ Ã�åäåëÿ, äî íàñ ýòî îòêðûòèå íå äîøëî, èáî
ñîâðåìåííûå Ëåéáíèöó ìðàêîáåñû ïîäâåðãëè åãî ñî÷èíåíèÿ æåñòî-
÷àéøåé öåíçóðå. Â ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò æèçíè Ã�åäåëü íå îïóá-
ëèêîâàë íè îäíîé ðàáîòû. Óìåð îí â âîçðàñòå 71 ãîäà, ïðè ÿâíûõ
ïðèçíàêàõ ïñèõè÷åñêîãî ðàññòðîéñòâà. Óâåðèâøèñü, ÷òî âðà÷è ïû-
òàþòñÿ åãî îòðàâèòü, îí îòêàçàëñÿ ïðèíèìàòü ïèùó, � è ãîëîäíîå
èñòîùåíèå, íàðÿäó ñ ðàñïàäîì ëè÷íîñòè, ôèãóðèðóåò â ìåäèöèí-
ñêîì ñâèäåòåëüñòâå î åãî ñìåðòè¿ [12].
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2.5. Àâòîìàòè÷åñêèé âûâîä òåîðåì

Ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñòàëî ìîùíûì ñòèìóëîì äëÿ
ïîèñêà àëãîðèòìîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìàøèííûõ ïðîãðàìì,
ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòè÷åñêè äîêàçûâàòü òåîðåìû ôîðìàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ ïîñðåäñòâîì íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî (ëîãè÷åñêî-
ãî) âûâîäà.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà � ýòî íîâàÿ îòêðûòàÿ èñòèíà. Àâòîìàòè-
÷åñêèé ïîèñê âûâîäîâ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèåì èñòèí,
êîòîðîå äîâåðåíî ÝÂÌ. Ìàøèíà, ¾äîêàçûâàÿ òåîðåìó¿ A, èùåò êî-
íå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ � ýòî
ôîðìóëà A, óäîâëåòâîðÿþùóþ îïðåäåëåíèþ (ôîðìàëüíîãî) äîêà-
çàòåëüñòâà, äàííîãî â � 2.1.1.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò (1960) ïî ñîçäàíèþ àëãîðèòìà àâòîìàòè-
÷åñêîãî âûâîäà áûëà ñòàòüÿ Âàí Õàî [2]. Â ÑÑÑÐ àâòîìàòè÷åñêèé
âûâîä â ðàìêàõ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé â 1960-å ãîäû îñóùåñòâ-
ëÿëñÿ íà ìàøèíå ¾Óðàë-4¿ ãðóïïîé Í.À.Øàíèíà [47].

Íàèáîëåå êðóïíûìè äîñòèæåíèÿìè ïî ñîçäàíèþ ìåòîäîâ àâòî-
ìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ÿâëÿþòñÿ ¾îáðàòíûé ìåòîä¿
Ñ.Þ.Ìàñëîâà [23, 24] è ¾ìåòîä ðåçîëþöèé¿ Äæ.Ðîáèíñîíà (ñì.
�1.3).

2.5.1. Ñ.Þ. Ìàñëîâ

Ñåðãåé Þðüåâè÷ Ìàñëîâ ðîäèëñÿ 10 èþíÿ 1939 ãîäà. Îí îäèí èç
âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ëîãèêîâ ñâîåãî ïîêîëåíèÿ. Åãî ïåðâûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ, ïîäûòîæåííûå â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè 1964 ãîäà,
áûëè ïîñâÿùåíû êàíîíè÷åñêèì èñ÷èñëåíèÿì Ïîñòà � óíèâåðñàëü-
íîìó àïïàðàòó ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ.

Ðàáîòû Ñ.Þ.Ìàñëîâà â îáëàñòè òåîðèè ïîèñêà ëîãè÷åñêîãî âû-
âîäà8 è ïðåæäå âñåãî ñîçäàííûé èì (è îïóáëèêîâàííûé íà ãîä ðàíü-
øå ìåòîäà ðåçîëþöèé) îáðàòíûé ìåòîä ïîèñêà âûâîäà èçâåñòíû íå
òîëüêî ëîãèêàì, íî è ñïåöèàëèñòàì ïî âû÷èñëèòåëüíîé íàóêå è èñ-
êóññòâåííîìó èíòåëëåêòó. Îáðàòíûé ìåòîä, ïîñòàâèâøèé åãî àâòî-
ðà íà îäíî èç ïåðâûõ ìåñò â ìèðå â îáëàñòè ïîèñêà ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà, ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû â ïðîáëåìå ðàç-
ðåøåíèÿ äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ñ.Þ.Ìàñëîâ áûë ïåðâûì íå

8Èñïîëüçîâàíà ñòàòüÿ î Ñ.Þ.Ìàñëîâå, íàõîäÿùàÿñÿ íà ñàéòå:
http://www.philosophy.ru/library/logic/maslov/01.html
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òîëüêî â òåîðåòè÷åñêèõ íà÷èíàíèÿõ, íî è â èõ ïðàêòè÷åñêîì âîïëî-
ùåíèè. Îí ñòàë âåäóùèì ó÷àñòíèêîì ñîçäàíèÿ äâóõ íàèáîëåå çíà-
÷èòåëüíûõ â ÑÑÑÐ ïðîãðàìì ïîèñêà âûâîäà: ïðîãðàììû ÀËÏÅÂ
äëÿ ïîèñêà íàòóðàëüíîãî âûâîäà â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé (ïîä
ðóêîâîäñòâîì Í.À.Øàíèíà â 1961-1963 ãã.) è ïðîãðàììû äëÿ èñ÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäèêàòîâ íà îñíîâå îáðàòíîãî ìåòîäà â 1966-1967 ãã. Ïî-
ñëåäíèå 10 ëåò ñâîåé æèçíè9 Ñåðãåé Þðüåâè÷ ïîñâÿòèë ðàçðàáîòêå
ñâîèõ èäåé î ïðèìåíåíèÿõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì ê äðóãèì åñòåñòâåí-
íûì è ãóìàíèòàðíûì íàóêàì, íå îñòàâëÿÿ èññëåäîâàíèé ïî ïîèñêó
àâòîìàòè÷åñêîãî âûâîäà.

Èç ñìåæíûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-

Ðèñ. 2.2: Ñ.Þ. Ìàñëîâ
(1939-1982).

ãèêîé äèñöèïëèí è íàóê, â êîòîðûõ
îêàçûâàëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïðèìåíå-
íèå ìåòîäîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè,
Ñ.Þ.Ìàñëîâ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ
10 ëåò îñîáåííî ìíîãî çàíèìàëñÿ âîïðî-
ñàìè áèîëîãè÷åñêîé òåîðèè ýâîëþöèè,
íåéðîïñèõîëîãèè, èñêóññòâåííîãî èíòåë-
ëåêòà, ñåìèîòèêè êóëüòóðû (â ÷àñòíîñòè
àðõèòåêòóðû). Ðàçâèâàâøèéñÿ èì ïîäõîä
ê òåîðèè áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè (ñâÿ-
çàííûé è ñ åãî äëèòåëüíîé è îáñòîÿòåëü-
íîé ïåðåïèñêîé ñ âûäàþùèìñÿ áèîëîãîì-
òåîðåòèêîì À.À.Ëþáèùåâûì) ïðåäñòàâ-
ëÿë ñîáîé ìîäåëü äîñòàòî÷íî îáùåãî õà-
ðàêòåðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èíòåðåñíà
è äëÿ äðóãèõ ñëîæíûõ ñèñòåì ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè (íàïðèìåð ôîëüêëîðíûõ òåêñòîâ). Äîñòèãíóòûé â ðÿ-
äå ïîñëåäíèõ åãî ñòàòåé è äîêëàäîâ ñèíòåç íîâåéøèõ ðåçóëüòà-
òîâ íåéðîïñèõîëîãè÷åñêèõ è íåéðîëèíãâèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
ïî àñèììåòðèè ïîëóøàðèé ãîëîâíîãî ìîçãà è ïî èñêóññòâåííîìó
èíòåëëåêòó ïðèâåë ê ÷åòêîìó âûäåëåíèþ êðóãà ïðåèìóùåñòâåííî
ïðàâîïîëóøàðíûõ çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ðåøåíèå êî-
òîðûõ íàõîäèòñÿ çà î÷åíü êîðîòêèå âðåìåííûå èíòåðâàëû. Â ýòèõ
ðàáîòàõ áûë íàìå÷åí ïóòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïåðåáîðíûõ çà-
äà÷, îïèðàâøèéñÿ íà äîñòèæåíèÿ òåîðèè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà.

Îñîáûé öèêë ïîñëåäíèõ ðàáîò Ñ.Þ. Ìàñëîâà áûë ïîñâÿùåí
ñîåäèíåíèþ èçó÷åííîãî êðóãà íåéðîïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðåäñòàâëå-
íèé ñ èññëåäîâàíèÿìè, âåäóùèìèñÿ â ñåìèîòèêå êóëüòóðû. Èçó÷à-
ëèñü âîçìîæíîñòè âûÿâëåíèÿ ïðåèìóùåñòâåííî ëåâîïîëóøàðíûõ è

9Ñ.Þ.Ìàñëîâ ïîãèá â àâòîìîáèëüíîé êàòàñòðîôå.
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ïðàâîïîëóøàðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â ñìåíÿþùèõ äðóã äðóãà ñòèëè-
ñòè÷åñêèõ òåíäåíöèÿõ, â ñâîþ î÷åðåäü ñîïîñòàâèìûõ è ñ äðóãèìè
ñîöèàëüíî-èñòîðè÷åñêèìè ôàêòîðàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïîòåçû
áûëè ïðîèëëþñòðèðîâàíû è ïðîâåðåíû íà îáøèðíîì ìàòåðèàëå,
ïî÷åðïíóòîì èç èñòîðèè àðõèòåêòóðû, è âûçâàëè îæèâëåííûå äèñ-
êóññèè ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ïî êóëüòóðîëîãèè è ñåìèîòèêå.

Èç âîñïîìèíàíèé Â.ß Êðåéíîâè÷à10 î Ñ.Þ.Ìàñëîâå:
¾Íà ìåíÿ ãëóáîêîå âïå÷àòëåíèå ïðîèçâåë ýïèçîä, êîãäà ÿ ïðè-

øåë ê íåìó, âçáåøåííûé íà î÷åðåäíîé áðåä êîììóíèñòè÷åñêîãî íà-
÷àëüñòâà, è îí íåîæèäàííî ñêàçàë ìíå, ÷òî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà Ðîñ-
ñèè íå â òîì, ÷òî íà÷àëüñòâî ïëîõîå, à â òîì, ÷òî ñëèøêîì ìíîãî
íåíàâèñòè. ß ýòî ïîòîì âñïîìèíàë íå ðàç, óäèâëÿÿñü, êàê ÿ ìîã
ýòîãî íå ïîíÿòü¿ 11.

2.6. Ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Êàê ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ? Ìàòåìàòèê ðàçðàáàòûâà-
åò àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ïðîãðàììèñò, èñïîëüçóÿ îäèí èç
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð PASCAL, ðåàëèçóåò ïðåäëî-
æåííûé àëãîðèòì â âèäå ïðîãðàììû.

Âîçìîæåí èíîé ïîäõîä. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ òðåõ
ìîìåíòàõ:

• Íà ñïîñîáíîñòè ÝÂÌ äîêàçûâàòü òåîðåìû. Ýòà ñïîñîáíîñòü,
êàê ìû çíàåì, íàçûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåì (ñì. � 2.5).

• Íà ïîíèìàíèè, ÷òî âû÷èñëåíèå � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ëîãè÷å-
ñêîãî âûâîäà.

• Íà îñîçíàíèè òîãî, ÷òî àëãîðèòì � ôîðìàëüíîå çàäàíèå
ôóíêöèè (ñì. � 4.1).

Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé èùåòñÿ, íàäî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå âûñêàçûâàíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ñëåäóåò ïðåäî-
ñòàâèòü ÝÂÌ.

10Â.ß Êðåéíîâè÷ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîôåññîð êîìïüþòåðíûõ íàóê â
óíèâåðñèòåòå Òåõàñà â El Paso (ÑØÀ). � http://www.cs.utep.edu/vladik

11Ñì.: http://www.mathsoc.spb.ru/pers/maslov/davydova.html
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Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåðó ïðåäëàãàåòñÿ íå àëãîðèòì, à îïèñà-
íèå ïðåäìåòíîé îáëàñòè çàäà÷è è ñàìà çàäà÷à â âèäå ôîðìóë ôîð-
ìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ â òàêîì ñëó÷àå âû-
âîäîì â äàííîì èñ÷èñëåíèè. Êàêîâà ïðè ýòîì ðîëü ïðîãðàììèñòà?
Îò ïðîãðàììèñòà ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿ îïèñàòü ñ äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è
íà ÿçûêå ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ, à ïîèñê âûâîäà, ïðèâîäÿùåãî ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è, ïîðó÷àåòñÿ êîìïüþòåðó.

2.6.1. Ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

Ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà12 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð ôîð-
ìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

P (t1, ..., tn)., (2.4)

Q(s1, ..., sk) : −Q1(s1, ..., sk), ..., Qm(s1, ..., sk)., (2.5)

ãäå P,Q,Q1, ..., Qm � ïðåäèêàòû, à t1, ...tn, s1, ..., sk � òåðìû. Ôîð-
ìóëû ïåðâîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ôàêòàìè, à âòîðîãî � ïðàâèëà-
ìè. (Â êîíöå êàæäîãî âûðàæåíèÿ ñòàâèòñÿ òî÷êà). Ôàêò � îäèí-
åäèíñòâåííûé ýêçåìïëÿð, ñâîéñòâî èëè îòíîøåíèå ìåæäó îáúåêòà-
ìè.

Ïðàâèëî (2.5) ÷èòàåòñÿ êàê ¾Q(s1, ..., sl) èñòèííî, åñëè èñòèííû
Q1(s1, ..., sl), ..., Qm(s1, ..., sl)¿. Ôîðìóëà Q(s1, ..., sl) íàçûâàåòñÿ çà-
ãîëîâêîì ïðàâèëà (2.5). Ïðàâèëî ïîçâîëÿåò âûâîäèòü íîâûå ôàêòû
èç óæå èìåþùèõñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ôàêòîâ è ïðàâèë:

A.

...

M.

N : − N1, ...,Nm.

...

W : − W1, ...,Wd.

(2.6)

Â ôàêòàõ è ïðàâèëàõ îïèñûâàåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäìåòíîé
îáëàñòè, îòíîøåíèÿ ïðåäìåòîâ è ïðàâèëà ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ñâîéñòâ.

12Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïàðàãðàôà èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ñàéòà
http://pgap.chat.ru/zap/zap149.htm
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Ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà çàäàåò ìíîæåñòâî ñëåäñòâèé, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîãðàììû. Âûïîëíåíèå ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû
� ýòî âûâîä ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû òðåáóåòñÿ îáðàòèòüñÿ ñ öåëåâûì çà-
ïðîñîì (öåëüþ), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë âèäà

R1(u1, ..., um), ..., Rp(u1, ..., um)., (2.7)

ãäå Rj(u1, ..., um) � àòîìàðíûå ôîðìóëû ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
áóêâû ui � òåðìû.

Âûïîëíåíèå ïðîãðàììû ñîñòîèò â ïîïûòêå ðåøèòü çàäà÷ó, ò.å.
äîêàçàòü öåëåâîå óòâåðæäåíèå (2.7), èñïîëüçóÿ ôàêòû è ïðåäïîëî-
æåíèÿ N1, ...,Nm, ...,W1, ...,Wd, çàäàííûå â ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå.

Îïèñàííûå êîíñòðóêöèè ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñåìàí-
òè÷åñêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ. Ïðîöåäóðà èíòåð-
ïðåòàöèè ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè ôîðìóëàì ëîãè÷åñêîé ïðîãðàì-
ìû ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Äëÿ ýòîãî êàæäîìó ôàêòó (2.4) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôîðìó-
ëà

F = ∀x1...∀xsP (t1, ..., tn), (2.8)

ãäå êâàíòîðû îáùíîñòè íàâåøåíû íà âñå ïåðåìåííûå x1, ..., xs àòî-
ìàðíîé ôîðìóëû (2.4), âõîäÿùèå â òåðìû tj (êðîìå ïåðåìåííûõ, â
òåðìàõ ìîãóò áûòü è êîíñòàíòû).

Ïðàâèëó (2.5) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëà âèäà

G = ∀y1...∀yr(Q1(s1, ..., sl)&...&Qm(s1, ..., sl) ⇒ Q(s1, ..., sl)), (2.9)

ãäå êâàíòîðû îáùíîñòè, êàê è âûøå, íàâåøåíû íà âñå ïåðåìåííûå,
âõîäÿùèå â òåðìû si.

Çàïðîñ (2.7) ïîëó÷èò â ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëó

HZ = ∃z1...∃zd(R1(u1, ..., um)&...&Rp(u1, ..., um)), (2.10)

ãäå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçûâàþò âñå ïåðåìåííûå.

Ïóñòü F1, ...,Fa � ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ôàêòàì,
G1, ...,Gb � âñåì ïðàâèëàì. Òîãäà çíà÷åíèå ïàðû <ïðîãðàììà, çà-
ïðîñ> åñòü óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ôîðìóëà HZ åñòü ëîãè÷åñêîå
ñëåäñòâèå ôîðìóë F1, ...,Fa,G1, ...,Gb. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü,
òàê ëè ýòî, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðåçîëþöèé.
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Ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ëîãè÷å-
ñêîé ìàøèíû, íàçûâàåìîé èíòåðïðåòàòîðîì, êîòîðûé îñóùåñòâ-
ëÿåò ïðîöåññ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ìåõàíèçì ýòîãî âûâîäà èñïîëü-
çóåò ïðîöåäóðó óíèôèêàöèè, íà êîòîðîé îñíîâàí ìåòîä ðåçîëþöèé
â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ (ñì. � 1.3.2).

Ðàññìîòðèì äåéñòâèÿ èíòåðïðåòàòîðà íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé
ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû:

R(a, b).

Q(b, g(c)).

P (x, f(y)) : − R(x, z), Q(z, f(y)).

P (x, f(y)) : −R(x, z), Q(z, g(y)).

R(x, z) : −Q(f(x), G(z)).

(2.11)

Çäåñü a, b, c, d � êîíñòàíòû, x, y, z � ïåðåìåííûå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëåâîé çàïðîñ åñòü ôîðìóëà

P (u, f(v)). (2.12)

Ïðè âû÷èñëåíèè îòâåòà íà ýòîò çàïðîñ èíòåðïðåòàòîð ôîðìóëèðóåò
öåëü P (u, f(v)) è ïûòàåòñÿ äîñòè÷ü åå, óíèôèöèðóÿ öåëü ñ ôàêòà-
ìè. Â íàøåì ñëó÷àå öåëü P (u, f(v)) íå óíèôèöèðóåòñÿ íè ñ îäíèì
èç ôàêòîâ. Òîãäà èíòåðïðåòàòîð ïûòàåòñÿ åå óíèôèöèðîâàòü ñ çà-
ãîëîâêîì îäíîãî èç ïðàâèë.

Ýòî âîçìîæíî ñ çàãîëîâêîì ïåðâîãî ïðàâèëà ïðè ïîäñòàíîâêå
< x|u >,< y|v >. Íî íàäî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü
ïðåäïîëîæåíèé ïåðâîãî ïðàâèëà. Äëÿ ýòîãî èíòåðïðåòàòîð ôîðìè-
ðóåò çàïðîñ

R(x, z), Q(z, f(y)).

ÖåëüR(x, z) äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óíèôèêàöèè ñ ïåðâûì ôàêòîì ñ ïî-
ìîùüþ ïîäñòàíîâêè < x|a >,< z|b >. Â òàêîì ñëó÷àå, ñëåäóþùèì
çàïðîñîì ÿâëÿåòñÿ Q(b, f(y)). Íî ýòà öåëü íå äîñòèæèìà, ïîñêîëüêó
íå óíèôèöèðóåòñÿ íè ñ îäíèì èç ôàêòîâ.

Èíòåðïðåòàòîð âîçâðàùàåòñÿ ê öåëè R(x, z) è îáðàùàåòñÿ ê âòî-
ðîìó ïðàâèëó.

Òåïåðü èíòåðïðåòàòîð äåëàåò çàïðîñ:

R(x, z), Q(z, g(y)).
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Öåëü R(x, z) äîñòèãàåòñÿ, êàê ìû çíàåì, óíèôèêàöèåé ñ ïåðâûì
ôàêòîì ïðè ïîäñòàíîâêå < x|a >,< z|b >, à öåëü Q(b, g(y)) äîñòè-
ãàåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî óíèôèöèðóåòñÿ ñî âòîðûì ôàêòîì ñ ïîìî-
ùüþ ïîäñòàíîâêè < y|c >. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëü (2.12) äîñòèãàåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé < u|a >,< v|c >. Ïîýòîìó èíòåðïðåòàòîð íà ýòîì
ìîæåò çàêîí÷èòü ðàáîòó è âûäàòü íàéäåííóþ ïîäñòàíîâêó. Âûïîë-
íåíèå ïðîãðàììû ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíî çàâåðøåííûì; ïðè ýòîì âèäåí
ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2.12).

2.6.2. ßçûêè ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Äëÿ ðåàëèçàöèè èäåé ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû
ðàçëè÷íûå ÿçûêè ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïåðâûì è íàè-
áîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ÿçûê PROLOG.

Â TURBO PROLOG ñòðóêòóðà ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

domains <ñòðóêòóðû è òèïû äàííûõ>
global domains <âíåøíèå ñòðóêòóðû è òèïû äàííûõ>
data base <ãëîáàëüíûå ïðåäèêàòû äèíàìè÷åñêîé áàçû äàííûõ>
predicates <îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ>
global predicates <âíåøíèå ïðåäèêàòû>
goal <öåëè>
clauses <ôàêòû è ïðàâèëà>

Ïðèìåð 2.1. Ëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà äëÿ âûÿñíåíèÿ ðîäñòâåííûõ ñâÿçåé:

domains
name=symbol

predicates
parent(name,name)
father(name,name)
mother(name,name)
grandfather(name,name)
grandmather(name,name)

clauses
mother(îëÿ,ïåòÿ).
father(òèìóð,ïåòÿ).
father(òèìóð,ëåíà).
mother(ëèêà,êèðèëë).
mother(ëèêà,âèêà).
father(ñåðãåé,êèðèëë).
mother(æåíÿ,èðà).
father(òîëÿ,ôåäÿ).
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father(òîëÿ,èðà).
parent(X,Y):- mother(X,Y),father(X,Y).
grandfather(X,Y):- father(X,Z),parent(Z,Y).
grandmather(X,Y):- mother(X,Z),parent(Z,Y).



Ãëàâà 3

Íåêëàññè÷åñêèå ëîãèêè

3.1. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà � ýòî ëîãèêà, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿ-
åòñÿ îäèí èç îñíîâíûõ çàêîíîâ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, � çàêîí èñ-
êëþ÷åííîãî òðåòüåãî, ò.å.

|= (A ∨ ¬A).

Îòêàç îò ýòîãî çàêîíà ïðèâîäèò ê ïðèçíàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ¾òðå-
òüåé âîçìîæíîñòè¿. Íî â òàêîì ñëó÷àå, åñòåñòâåííî, ïðèõîäèì ê çà-
ïðåòó äîêàçûâàòü òåîðåìû ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïîñëåäíåå ïðè-
âîäèò ê îòêàçó îò àêñèîìû

|= (¬¬A ⇒ A). (3.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî ïðåäïîëàãàþò,
÷òî âåðíî íà ñàìîì äåëå ¬A, è çàòåì ïðèõîäÿò ê íåêîòîðîìó ïðî-
òèâîðå÷èþ. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ¾íå âåðíî¿ ¬A, ò.å ¾âåðíî¿ ¬¬A.
Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ¾âåðíî¿ A. Èíà÷å ãîâîðÿ,
èìååì óòâåðæäåíèå (3.1).

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà â ôèëîñîôñêîé ôîðìå áûëà çàÿâëåíà
Áðàóýðîì (1908, 1918). Ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå èíòóèöèî-
íèñòñêîé ëîãèêè1 áûëà íà÷àòî 22-ëåòíèì âåëèêèì ñîâåòñêèì ìàòå-
ìàòèêîì À.Í.Êîëìîãîðîâûì [16]. Â âèäå ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
åå âïåðâûå èçëîæèë Ãåéòèíã (1930).

1Òàê ñêàçàíî â õðåñòîìàòèè âàí Õåéåíîîðòà ¾Îò Ôðåãå äî Ã�åäåëÿ¿
[52].
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3.2. Íå÷åòêàÿ ëîãèêà

Íå÷åòêàÿ ëîãèêà îòëè÷àåòñÿ îò äâóçíà÷íîé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
òåì, ÷òî äîïóñêàåò êîíòèíóàëüíîå ÷èñëî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
äëÿ âûñêàçûâàíèé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíàäëå-
æàò îòðåçêó [0, 1] äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìåæäó çíà-
÷åíèåì 0, ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññè÷åñêîìó ⊥ (ëîæü) è 1, èëè ⊤
(èñòèíà), èìååòñÿ íåñ÷åòíîå ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé a

∼
∈ (0, 1).

Íå÷åòêàÿ ëîãèêà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêå è òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ.

3.2.1. Íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà

Ïóñòü E íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èM = [0, 1] � îòðåçîê
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî A
∼
ìíîæåñòâà E � ýòî ìíîæåñòâî ïàð

âèäà
{(x, µA

∼
(x)) : x ∈ E}, (3.2)

ãäå µA
∼
: E → M � ôóíêöèÿ.

Åñëè M = {0, 1}, òî µA
∼
: E → M � îáû÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A
∼
îòîæäåñòâëÿåòñÿ

ñ êëàññè÷åñêèì êàíòîðîâñêèì ïîäìíîæåñòâîì A = {x : µA(x) = 1}.
Ïàðà (x, µA

∼
(x)) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýëåìåíò x ∈ E, êîòî-

ðûé ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó A
∼
ñî ñòåïåíüþ µA

∼
(x). Â êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ ýëåìåíò x ∈ E ëèáî ïðèíàäëåæèò, ò.å.
µA(x) = 1, ëèáî íå ïðèíàäëåæèò (µA(x) = 0) ïîäìíîæåñòâó A. Òðå-
òüåãî íå äàíî! Äëÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà åñòü è òðåòüå, è ÷åòâåðòîå,
è ò.ä. Íàëèöî ðàçìûòîñòü, íå÷åòêîñòü ïîäìíîæåñòâà A

∼
.

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðèíàäëåæíîñòè, à
ôóíêöèÿ µA

∼
� ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè.

Îáû÷íûå ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A,B,C, ..., à íå÷åò-
êèå ìíîæåñòâà � A

∼
, B
∼
, C
∼
, ...

Èìååì
E =E

∼
= {(x, 1) : x ∈ E},
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èíà÷å ãîâîðÿ, µE
∼
≡ 1, è

∅ =∅
∼
= {(x, 0) : x ∈ E},

èëè µ∅ ≡ 0.

3.2.2. Îïåðàöèè íàä íå÷åòêèìè
ïîäìíîæåñòâàìè

Íàä íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî èñïîëíèòü òàêèå æå îïåðàöèè,
êàê è íàä îáû÷íûìè.

Îáúåäèíåíèå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A
∼
è B

∼
� ýòî íå÷åòêîå ìíîæå-

ñòâî

C
∼
=A

∼
∪ B

∼
,

äëÿ êîòîðîãî
µC

∼
= max{µA

∼
, µB

∼
}.

Àíàëîãè÷íî èìååì ïåðåñå÷åíèå C
∼
íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A

∼
è B

∼

C
∼
=A

∼
∩ B

∼
,

åñëè ïî îïðåäåëåíèþ

µC
∼
= min{µA

∼
, µB

∼
}.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî B
∼
åñòü äîïîëíåíèå äëÿ A

∼
, ò.å.

B
∼
= A

∼
,

åñëè
µB

∼
= 1− µA

∼
.

ßñíî: A
∼
=A

∼
.

Åñëè äàíû íå÷åòêèå ìíîæåñòâà A
∼
è B

∼
, òî ïèøåì A

∼
⊂ B

∼
òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀x ∈ E(µA
∼
(x) ≤ µB

∼
(x)).
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3.2.3. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ
ïîäìíîæåñòâ

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

A
∼
∩ B

∼
=B

∼
∩ A

∼

A
∼
∪ B

∼
=B

∼
∪ A

∼

(A
∼
∩ B

∼
) ∩ C

∼
=A

∼
∩ (B

∼
∩ C

∼
)

(A
∼
∪ B

∼
) ∪ C

∼
=A

∼
∪ (B

∼
∪ C

∼
)

A
∼
∩ (B

∼
∪ C

∼
) = (A

∼
∩ B

∼
) ∪ (A

∼
∩ C

∼
)

A
∼
∪ (B

∼
∩ C

∼
) = (A

∼
∪ B

∼
) ∩ (A

∼
∪ C

∼
)

A
∼
∪ A

∼
=A

∼

A
∼
∩ A

∼
=A

∼

A
∼
∩E =A

∼

A
∼
∪E = E

A
∼
∪ ∅ =A

∼

A
∼
=A

∼

A
∼
∩ B

∼
= A

∼
∪B

∼

A
∼
∪ B

∼
= A

∼
∩B

∼
.

(3.3)

Îäíàêî

A
∼
∩A

∼
̸= ∅ (êðîìå A

∼
= ∅ èëè A

∼
= E)

A
∼
∪A

∼
̸= E (êðîìå A

∼
= ∅ èëè A

∼
= E),

(3.4)

êîòîðûå äëÿ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ èìåþò âèä

A ∩A = ∅
A ∪A = E

(3.5)

è ñïðàâåäëèâû.
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ áó-
ëåâîé àëãåáðîé (ñì. � 1.1.7). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
ëîãèêà, ïîñòðîåííàÿ íà íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ, áóäåò íåêëàññè÷å-
ñêîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â íåðàâåíñòâàõ (3.4), äîñòàòî÷íî
âçÿòü µA

∼
= 1/2. Òîãäà

µA
∼
∩A

∼
= min{µA

∼
, µA

∼
} =

= min{µA
∼
, 1− µA

∼
} = min{1/2, 1/2} = 1/2 ̸= 0 = µ∅,

è äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà

µA
∼
∪A

∼
= max{µA

∼
, µA

∼
} =

= max{µA
∼
, 1− µA

∼
} = max{1/2, 1/2} = 1/2 ̸= 1 = µE .

3.2.4. Íå÷åòêàÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê íå÷åòêîé ëîãèêå, íóæíî ââåñòè íå÷åòêèå
ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå.

Íå÷åòêèå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå a
∼
, b
∼
, c
∼
, ... � ýòî

a
∼
= µA

∼
(x), b

∼
= µB

∼
(x), c

∼
= µC

∼
(x), ... (3.6)

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ïåðåìåííûå a
∼
, b
∼
, c
∼
, ... íà÷èíàþò ïðèíèìàòü

íå òîëüêî êëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 0,1, íî è ëþáûå äðóãèå èç èíòåð-
âàëà (0, 1).

Ïîëàãàåì, ÷òî

0 = µ∅(x) ≡ 0 è 1 = µE(x) ≡ 1.

Îïðåäåëÿåì íå÷åòêèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè:

a
∼
& b

∼
= min(a

∼
, b
∼
),

a
∼
∨ b

∼
= max(a

∼
, b
∼
),

¬ a
∼
= 1− a

∼
.

Ìû ìîæåì òåïåðü ââåñòè ïîíÿòèå íå÷åòêîé ôîðìóëû:
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1) íå÷åòêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü (àòîìàðíàÿ)
íå÷åòêàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè A è B íå÷åòêèå ôîðìóëû, òî (A&B), (A∨B), (A ⇒ B)
íå÷åòêèå ôîðìóëû;

3) åñëè A íå÷åòêàÿ ôîðìóëà, òî ¬A íå÷åòêàÿ ôîðìóëà.

Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:

a
∼
& b

∼
≡b

∼
& a

∼

a
∼
∨ b

∼
≡b

∼
∨ a

∼

(a
∼
& b

∼
)& c

∼
≡a

∼
&(b

∼
& c

∼
)

(a
∼
∨ b

∼
)∨ c

∼
≡a

∼
∨(b

∼
∨ c

∼
)

a
∼
&(b

∼
∨ c

∼
) ≡ (a

∼
& b

∼
) ∨ (a

∼
& c

∼
)

a
∼
∨(b

∼
& c

∼
) ≡ (a

∼
∨ b

∼
)&(a

∼
∨ c

∼
)

a
∼
∨ a

∼
≡a

∼

a
∼
& a

∼
≡a

∼

a
∼
&1 ≡a

∼

a
∼
∨1 ≡ 1

a
∼
∨0 ≡a

∼

¬¬ a
∼
≡a

∼

¬(a
∼
& b

∼
) ≡ ¬ a

∼
∨¬ b

∼

¬(a
∼
∨ b

∼
) ≡ ¬ a

∼
&¬ b

∼
.

(3.7)

Îäíàêî

a
∼
&¬ a

∼
̸= 0 (êðîìå a

∼
= 0 èëè a

∼
= 1)

a
∼
∨¬ a

∼
̸= 1 (êðîìå a

∼
= 0 èëè a

∼
= 1).

(3.8)

Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêàÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé.
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3.2.5. Íå÷åòêèå ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëå a
∼

& b
∼

ïîñëåäîâàòåëüíóþ

(ðèñ.3.1, a)), à a
∼

∨ b
∼
� ïàðàëëåëüíóþ (ðèñ.3.1, b) (ýëåêòðè÷åñêèå)

ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû:

Ðèñ. 3.1: Ïðîñòåéøèå íå÷åòêèå ðåëåéíî-êîíòàêòíûå ñõåìû.

Â ýòèõ ñõåìàõ óêàçûâàåòñÿ âõîä E è âûõîä S. Ðåçóëüòàò âûïîë-
íåíèÿ íå÷åòêèõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé íàçûâàåòñÿ òîêîì ñõåìû.

Åñëè âçÿòü a
∼
= 0, 7, b

∼
= 0, 4, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû òîê

S ðàâåí 0,4; äëÿ ïàðàëëåëüíîé � 0,7. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
òîê ìîã ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 (ñì. �1.1.5).

3.3. Ìîäàëüíûå ëîãèêè

Ìîäàëüíàÿ ëîãèêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé çà
ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ çíàêîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûðàæàòü îòíîøåíèå
òåõ èëè èíûõ âûñêàçûâàíèé ê îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè. Êàê
ïðàâèëî, ýòî ñóæäåíèÿ î âîçìîæíîñòè èëè íåîáõîäèìîñòè ÷åãî-
ëèáî.

Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà èìååò äåëà ñ àññåðòîðè÷åñêèìè2 âûñêà-
çûâàíèÿìè, êîòîðûå óòâåðæäàþò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå òîé èëè
èíîé ñèòóàöèè. Îäíàêî â æèçíè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ âûñêà-
çûâàíèÿìè, ñîäåðæàùèìè óêàçàíèå íà íåîáõîäèìîñòü èëè âîçìîæ-
íîñòü ÷åãî-ëèáî. Ýòî ñâÿçàíî ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîãî â ïðèðîäå

2Assertion (àíãë.) � óòâåðæäåíèå, îòñòàèâàíèå.
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ëèáî ñ êîíñòàòàöèåé òîãî, ÷òî ÷òî-òî ìîæåò ïðîèçîéòè â áóäóùåì
èëè èìåëî ìåñòî â ïðîøëîì, íî ÷åãî íåò â äàííûé ìîìåíò. Âûñêà-
çûâàíèÿ ýòîãî ðîäà íàçûâàþò ìîäàëüíûìè 3.

¾Äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âåùü ñóùåñòâóåò èëè íå ñóùåñòâóåò,
è íåò íèêàêèõ äðóãèõ âàðèàíòîâ. Íî êàê â îáû÷íîé æèçíè, òàê è â
íàóêå ïîñòîÿííî ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü íå òîëüêî î òîì, ÷òî åñòü â
äåéñòâèòåëüíîñòè è ÷åãî íåò, íî è î òîì, ÷òî äîëæíî áûòü èëè íå
äîëæíî áûòü è ò.ä. Äåéñòâèòåëüíûé õîä ñîáûòèé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ðåàëèçàöèþ îäíîé èç ìíîãèõ ìûñëèìûõ âîçìîæíîñòåé,
à äåéñòâèòåëüíûé ìèð, â êîòîðîì ìû íàõîäèìñÿ, � êàê îäèí èç áåñ-
÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ìèðîâ¿ [10].

3.3.1. Òèïû ìîäàëüíîñòè

Ðàçëè÷àþò òðè òèïà ìîäàëüíîñòåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîäðàçäå-
ëÿåòñÿ íà âèäû [3, c.313]:

• Àëåòè÷åñêèå ìîäàëüíîñòè. Ýòî âûñêàçûâàíèÿ, ñîäåðæà-
ùèå òàêèå âèäû ìîäàëüíîñòè, êàê ¾íåîáõîäèìî¿, ¾âîçìîæíî¿,
¾íåâîçìîæíî¿, ¾ñëó÷àéíî¿.

• Äåîíòè÷åñêèå ìîäàëüíîñòè. Ýòî ìîäàëüíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè äåéñòâèé è ïîñòóïêàìè ëþäåé â îáùå-
ñòâå. Íàïðèìåð, ¾îáÿçàòåëüíî¿, ¾ðàçðåøåíî¿, ¾çàïðåùåíî¿,
¾áåçðàçëè÷íî¿.

• Ýïèñòåìè÷åñêèå ìîäàëüíîñòè. Õàðàêòåðèñòèêè íàøèõ
çíàíèé. Ìîæíî íàçâàòü òàêèå âèäû ìîäàëüíîñòè ýòîãî òè-
ïà, êàê ¾äîêàçàíî¿, ¾îïðîâåðãíóòî¿, ¾íå äîêàçàíî¿, ¾íå îïðî-
âåðãíóòî¿, ¾çíàåò¿, ¾âåðèò¿, ¾óáåæäåí¿, ¾ñîìíåâàåòñÿ¿.

3.3.2. Èñ÷èñëåíèÿ I è Ò (Ôåéñà-ôîí Âðèãòà)

Ìîäàëüíàÿ ëîãèêà � èñ÷èñëåíèå I � ñòðîèòñÿ çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ
ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

3Ìîäàëüíîñòü � [ôð. modal�e < ëàò. modus ñïîñîá, íàêëîíåíèå] �
1) ëèíãâ. ãðàììàòè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ, îáîçíà÷àþùàÿ îòíîøåíèå ñîäåðæà-
íèÿ ïðåäëîæåíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîñòè è âûðàæàþùàÿñÿ ôîðìàìè íàêëî-
íåíèÿ ãëàãîëà, ââîäíûìè ñëîâàìè è ò.ï.; 2) ëîã. ìîäàëüíîå ñóæäåíèå �
õàðàêòåðèñòèêà ñóæäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà óñòàíàâëèâàåìîé
èì äîñòîâåðíîñòè, îò òîãî, âûðàæàåò ëè îíî âîçìîæíîñòü, äåéñòâèòåëü-
íîñòü èëè íåîáõîäèìîñòü ÷åãî-ëèáî [40].
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1. Äîïîëíèòåëüíûé ìîäàëüíûé çíàê: ⊔⊓.
2. Â îïðåäåëåíèå ôîðìóë äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ ôðàçà:

åñëè A � ôîðìóëà, òî ⊔⊓A � ôîðìóëà.

Ôîðìóëà ⊔⊓A ÷èòàåòñÿ êàê ¾íåîáõîäèìî A¿. Âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå ìîäàëüíûé çíàê, íàçûâàþòñÿ ìîäàëüíîñòÿìè.

3. Äîïîëíèòåëüíàÿ àêñèîìà:

⊔⊓(A ⇒ B) ⇒ (⊔⊓A ⇒ ⊔⊓B).

4. Äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî âûâîäà:

A
⊔⊓A (Ïðàâèëî Ã�åäåëÿ).

Åñëè äîáàâèòü ê èñ÷èñëåíèþ I åùå îäíó àêñèîìó

⊔⊓A ⇒ A,

òî ïîëó÷àåì èñ÷èñëåíèå T, íàçûâàåìîå òàêæå èñ÷èñëåíèåì Ôåéñà -
ôîí Âðèãòà.

3.3.3. Èñ÷èñëåíèÿ S4, S5
è èñ÷èñëåíèå Áðàóýðà

Èñ÷èñëåíèå S4 ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê èñ÷èñëåíèþ T àê-
ñèîìû

⊔⊓A ⇒ ⊔⊓(⊔⊓A).

Åñëè æå ê èñ÷èñëåíèþ T äîáàâèòü àêñèîìó

¬(⊔⊓A) ⇒ ⊔⊓(¬(⊔⊓A)),

òî ïîëó÷àþò èñ÷èñëåíèå S5.
Íàêîíåö, áðàóýðîâî èñ÷èñëåíèå ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ

ê èñ÷èñëåíèþ T àêñèîìû Áðàóýðà:

A ⇒ ⊔⊓(<>A),

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

<>A = ¬(⊔⊓(¬A)).
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Ôîðìóëà <>A ÷èòàåòñÿ êàê ¾âîçìîæíî A¿.

Ìîäàëüíîå èñ÷èñëåíèå, ñîäåðæàùåå ïðàâèëî âûâîäà Ã�åäåëÿ, íà-
çûâàåòñÿ íîðìàëüíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåíîðìàëüíûì.

Èñ÷èñëåíèå S4, ðàñøèðåííîå çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ àêñèîìû Áðàó-
ýðà, ýêâèâàëåíòíî èñ÷èñëåíèþ S5 [44, c.255].

Òåîðåìà 3.1. Èñ÷èñëåíèÿ T, S4 è S5 íåïðîòèâîðå÷èâû.

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [17, c.46].

3.3.4. Îçíà÷èâàíèå ôîðìóë

Ïóñòü äàíà ôîðìóëà A(X1, ..., Xn). Îçíà÷èâàíèå ôîðìóëû A � ýòî
îòîáðàæåíèå

vm(A) : {0, 1, ...,m}n → {0, 1, ...,m}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì Xi è ñàìîé
ôîðìóëå A ïðèäàþòñÿ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1, ...,m} ïî íåêî-
òîðûì ïðàâèëàì. Çíà÷åíèþ 0 ñîîòâåòñòâóåò ⊤ (èñòèíà).

Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿm-îáùåçíà÷èìîé, åñëè A = 0 ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷åíèå:

|=m A.

Îçíà÷èâàíèå vm íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

à) ïðè m = 1 äëÿ ôîðìóë áåç çíàêîâ ⊔⊓, <> îíî ñîâïàäàåò ñ
êëàññè÷åñêèìè òàáëèöàìè èñòèííîñòè;

b) êëàññ òåîðåì ñîâïàäàåò ñ êëàññîì m-îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë.
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Òåîðåìà 3.2. Îçíà÷èâàíèå

vm(¬A) =

{
0, vm(A) = m,
m, vm(A) ̸= m;

vm(A &B) = max(vm(A), vm(B));
vm(A ∨ B) = min(vm(A), vm(B));

vm(A ⇒ B) =
{

0, vm(A) ≥ vm(B),
vm(B), vm(A) < vm(B);

vm(⊔⊓A) =

{
0, vm(A) = 0,
m, vm(A) ̸= 0;

vm(<>A) =

{
0, vm(A) ̸= m,
m, vm(A) = m.

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a) îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îçíà-
÷èâàíèÿ.

Òåîðåìà 3.3. Â ìîäàëüíûõ èñ÷èñëåíèÿõ T, S4 è S5 åñëè ⊢ A, òî
|=m A (m ≥ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [17, c.47].

Òåîðåìà 3.4. Â èñ÷èñëåíèÿõ T, S4 è S5 íåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
vm-îçíà÷èâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [17, c.48].

Ñëåäñòâèå 3.1.Ìîäàëüíûå èñ÷èñëåíèÿ T, S4 è S5 áåñêîíå÷íîçíà÷-
íû îòíîñèòåëüíî vm-îçíà÷èâàíèÿ. Îíè îòëè÷íû îò êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè è áëèçêè ê èíòóèöèîíèñòñêîé.

3.3.5. Ñåìàíòèêà Êðèïêå

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ñåìàíòè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé ìîäàëüíûõ ëîãèê
îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ñåìàíòèêà Êðèïêå.

Êðèïêå ñòðîèò ìîäåëè âèäà < W,R,G, v >, ãäå W � ôèêñèðî-
âàííîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, R � ðåôëåêñèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå
íà W , ò.å. R ⊂ W × W , G ∈ W � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò è v �
T-îçíà÷èâàíèå ôîðìóë, îïèñûâàåìîå íèæå. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïàðû (A, w), ãäå A = A(X1, ..., Xn) � ôîðìóëà è w ∈ W .
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Ýëåìåíò w òðàêòóåòñÿ êàê âîçìîæíûé ìèð. Ïîýòîìó W � ýòî
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ìèðîâ. Ýëåìåíò G íàçûâàåì äåéñòâèòåëü-
íûì ìèðîì. Èñòèííîñòü îòíîøåíèÿ R(w,w′) îçíà÷àåò äîñòèæè-
ìîñòü ìèðà w′ èç ìèðà w.

T-îçíà÷èâàíèå � ýòî îòîáðàæåíèå v(A, w) : {⊥,⊤}n → {⊥,⊤},
çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(¬A, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w) = ⊥;

v(A&B, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w) = v(B, w) = ⊤;

v(A ∨ B, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w) = ⊤ èëè v(B, w) = ⊤;

v(A ⇒ B, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w) = ⊥ èëè v(B, w) = ⊤;

v(⊔⊓A, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w′) = ⊤ äëÿ ëþáîãî w′
ñ R(w,w′);

v(¬⊔⊓A, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w′) = ⊥ äëÿ ëþáîãî w′
ñ R(w,w′);

v(<>A, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w′) = ⊤ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî w′
ñ R(w,w′);

v(¬ <>A, w) = ⊤ ⇐⇒ v(A, w′) = ⊥ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî w′
ñ R(w,w′).

Êàê âèäèì, âûñêàçûâàíèå íåîáõîäèìî, åñëè îíî ¾èñòèííî âî
âñåõ âîçìîæíûõ äîñòèæèìûõ ìèðàõ¿, è âîçìîæíî, åñëè îíî èñ-
òèííî õîòÿ áû â îäíîì ìèðå. Ñåìàíòèêà Êðèïêå ðåàëèçóåò èäåè
Ëåéáíèöà.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îòíîøåíèå R áûëî
ñèììåòðè÷íûì, òî èìååì áðàóýðîâñêîå îçíà÷èâàíèå; â ñëó÷àå ðå-
ôëåêñèâíîãî è òðàíçèòèâíîãî R � S4-îçíà÷èâàíèå. Íàêîíåö, äëÿ
ðåôëåêñèâíîãî, ñèììåòðè÷íîãî è òðàíçèòèâíîãî R ïîëó÷àåì S5 -
îçíà÷èâàíèå.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë Σ T-âûïîëíèìî (ñîîòâ.: S4-, S5-
âûïîëíèìî), åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò T-îçíà÷èâàíèå (ñî-
îòâ.: S4-, S5-îçíà÷èâàíèå) òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîé A ∈ Σ èìååì
v(A, G) = ⊤, è íåâûïîëíèìî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ôîðìóëà A T-îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë {¬A} íåâûïîëíèìî. Ñèìâîëè÷åñêè T-îáùåçíà÷èìîñòü
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

|= A.

Òåîðåìà 3.5. Â èñ÷èñëåíèÿõ T, S4 è S5 åñëè ⊢ A, òî |= A.

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [17, c.50].

Ñëåäñòâèå 3.2. Ìîäàëüíûå èñ÷èñëåíèÿ T, S4 è S5 íåïðîòèâîðå-
÷èâû.
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3.3.6. Äðóãèå èíòåðïðåòàöèè ìîäàëüíûõ
çíàêîâ

Çíàêè ⊔⊓ è <>ìîãóò ïîíèìàòüñÿ èíà÷å, ÷åì ¾íåîáõîäèìî¿ è ¾âîç-
ìîæíî¿.

Íàïðèìåð, äîïóñòèìû ñëåäóþùèå èíòåðïðåòàöèè:
1) ⊔⊓ � ¾îáÿçàòåëüíîñòü¿, à <>� ¾ïîçâîëåíèå¿;
2) ⊔⊓ � ¾äîêàçóåìîñòü¿, à <>� ¾íåïðîòèâîðå÷èâîñòü¿;
3) ⊔⊓ � ¾âåçäå¿ èëè ¾âñåãäà¿, à <>� ¾êîå-ãäå¿ èëè ¾èíîãäà¿

(ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ìîäàëüíîñòè).

3.4. Ãåîðã ôîí Âðèãò

Ãåîðã Õåíðèê ôîí Âðèãò (Wright) (ð.

Ðèñ. 3.2: Ã. ôîí Âðèãò.

1916), ôèíñêèé ôèëîñîô è ëîãèê. Ó÷èë-
ñÿ â Õåëüñèíñêîì óíèâåðñèòåòå è â Êåì-
áðèäæå. Äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ çàùè-
òèë â 1941 ã. â Õåëüñèíêè. Â 1943 ã. ñòàë
ïðîôåññîðîì Õåëüñèíñêîãî óíèâåðñèòå-
òà. Â 1945 ã. áûë ïðèãëàøåí â Êåìáðèäæ,
ãäå ñòàë ïðååìíèêîì óøåäøåãî íà ïåí-
ñèþ Ë.Âèòãåíøòåéíà. Â 1951 ã. âåðíóëñÿ
â Ôèíëÿíäèþ. Â 1968-70 ãîäàõ ïðåçèäåíò
Àêàäåìèè íàóê Ôèíëÿíäèè.

Â öåíòðå èññëåäîâàíèé ôîí Âðèãòà �
ïðîáëåìû èíäóêöèè è âåðîÿòíîñòè, äåîí-
òè÷åñêàÿ è âðåìåííàÿ ëîãèêè, àíàëèç ÷å-
ëîâå÷åñêîãî äåéñòâèÿ è åãî ìîòèâîâ, ëî-
ãè÷åñêàÿ ïðèðîäà îòíîøåíèé ìåæäó äå-
òåðìèíèðîâàííîñòüþ è ñâîáîäîé.

3.5. Âðåìåííûå ëîãèêè

Âðåìåííûå (òåìïîðàëüíûå) ëîãèêè � ýòî ìîäàëüíûå ëîãèêè. Îíè
ñòðîÿòñÿ äîáàâëåíèåì ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé íîâûõ çíàêîâ, îòðà-
æàþùèõ ñâîéñòâà âðåìåíè.

Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèå Ãåîðãà Õåíðèêà ôîí Âðèãòà: ¾Âîçüìåì,
íàïðèìåð, ïðîöåññ âûïàäåíèÿ äîæäÿ. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ
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íåêîòîðîå âðåìÿ, à çàòåì ïðåêðàùàåòñÿ. Íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò íå âíåçàïíî, à ïîñòåïåííî. Ïóñòü

A........¬A

èëëþñòðèðóåò, ÷òî íà îïðåäåëåííîì îòðåçêå âðåìåíè âíà÷àëå îïðå-
äåëåííî èäåò äîæäü (A), ïîòîì îïðåäåëåííî íå èäåò äîæäü (¬A), à
ìåæäó ýòèìè âðåìåííûìè òî÷êàìè íàõîäèòñÿ ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü,
êîãäà ìîæåò êàïàòü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî êàïåëü � ñëèøêîì ìàëî
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàñòàâèòü íàñ ñêàçàòü, ÷òî èäåò äîæäü, íî ñëèø-
êîì ìíîãî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìû ìîãëè âîçäåðæàòüñÿ îò óòâåðæäåíèÿ,
÷òî äîæäü îïðåäåëåííî çàêîí÷èëñÿ. Â ýòîé îáëàñòè âûñêàçûâàíèå
A íè èñòèííî, íè ëîæíî¿. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ åùå òðåòüå
çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ: ¾íè èñòèííî, íè ëîæíî¿; èëè ¾è èñòèííî,
è ëîæíî¿; èëè ¾íåîïðåäåëåííî¿. Ðàññìîòðåíèå ðåàëüíîãî ïðîöåññà
(âî âðåìåíè) çàñòàâëÿåò îòñòóïèòüñÿ îò êëàññè÷åñêîé äâóçíà÷íîé
ëîãèêè. Ëîãèêà ïðèìåðà ôîí Âðèãòà ìíîãîçíà÷íàÿ, çíà÷åíèå âû-
ñêàçûâàíèÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

3.5.1. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ïðàéîðà

Ëîãèêà âðåìåíè Ïðàéîðà [51] � ýòî ëîãèêà áóäóùåãî4. Îíà ñîäåðæèò
íîâûé çíàê F . Ôîðìóëà FA èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾áóäåò A¿.

Ìîæíî ââåñòè çíàê G:

GA = ¬F¬A,

êîòîðûé ÷èòàåòñÿ êàê ¾âñåãäà áóäåò A¿.
Ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé äîáàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

F (A ∨ B) ≡ FA ∨ FB
FFA ⇒ FA

(3.9)

è ïðàâèëà âûâîäà:

A
GA ,

A ≡ B
FA ≡ FB .

Äàííàÿ ëîãèêà áûëà ñîçäàíà ñ öåëüþ ôîðìàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèé
ôèëîñîôà Äèîäîðà èç Ìåãàð î âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè.

4Áóäóùåå ïî-àíãëèéñêè � Future.
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Âîçìîæíîå è íåîáõîäèìîå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç çíàêè F è G êàê

<>A = A ∨ FA, ⊔⊓A = A&GA.

Ïðàéîð ïîêàçàë, ÷òî àëåòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿñÿ â
ïðåäëîæåííîé âðåìåííîé ëîãèêå, ñèëüíåå èñ÷èñëåíèÿ S4, íî ñëà-
áåå S5.

3.5.2. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ëåììîíà

Ëåììîí ïðåäëîæèë [9] ìèíèìàëüíóþ âðåìåííóþ ëîãèêó, îñíîâàí-
íóþ íà ìîäàëüíîñòÿõ F � ¾áóäåò¿ è P � ¾áûëî¿.

Ïðåäëîæåííîå èì èñ÷èñëåíèå Kt äîáàâëÿåò ê ëîãèêå âûñêàçû-
âàíèé ñëåäóþùèå àêñèîìû:

¬F¬(A ⇒ B) ⇒ (FA ⇒ FB)
¬P¬(A ⇒ B) ⇒ (PA ⇒ PB)
F¬P¬A ⇒ A
P¬F¬A ⇒ A.

(3.10)

Äîáàâî÷íûå ïðàâèëà âûâîäà:

A
¬F¬A ,

A
¬P¬A .

Äàííàÿ ëîãèêà íå äåëàåò íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðèðîäå âðåìå-
íè, êàê-òî: áåñêîíå÷íîñòü âðåìåíè â ïðîøëîì èëè áóäóùåì, íåïðå-
ðûâíîñòü èëè íåðàçâåòâëåííîñòü.

3.5.3. Âðåìåííàÿ ëîãèêà ôîí Âðèãòà

Ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ñèìâîë T , ïðåäñòàâëÿ-
þùèé áèíàðíóþ ñâÿçêó. Ôîðìóëà ATB ÷èòàåòñÿ êàê ¾ñåé÷àñ ïðî-
èñõîäèò ñîáûòèå A, à çàòåì, ò.å. â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè,
ïðîèñõîäèò ñîáûòèå B¿.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó −T (−T (−T...))..., ÿâëÿþùóþñÿ öå-
ïî÷êîé ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëü-
íî, ò.å. â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íåêîòîðîãî îòðåçêà âðåìåíè,
ïðîõîäèò ìèð. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà âûðà-
æåíèÿ, îáîçíà÷åííûå êàê ¾�¿, ÿâëÿþòñÿ îïèñàíèÿìè ñîñòîÿíèÿ.
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Òàêóþ öåïî÷êó íàçîâåì ôðàãìåíòîì èñòîðèè ìèðà. Òåðìèí ¾èñ-
òîðèÿ¿ èìååò äâîéñòâåííîå çíà÷åíèå: îí ìîæåò îçíà÷àòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êàê ñàìèõ ïîëíûõ ñîñòîÿíèé ìèðà, òàê è èõ îïèñàíèé.

Äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû:

(A ∨ BTC ∨ D) ⇔ (ATC) ∨ (ATD) ∨ (BTC) ∨ (BTD)

(ATB)&(ATC) ⇒ (ATB & C)
A ⇔ (ATB ∨ ¬B)
¬(ATB & ¬B).

(3.11)

Ê ïðàâèëàì âûâîäà äîáàâëÿåòñÿ ïðàâèëî ýêñòåíöèîíàëüíîñòè: åñëè
ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðûõ ôîðìóë äîêàçàíà, òî îíè âçàèìîçàìå-
íÿåìû.

Âðåìÿ â ýòîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêå äèñêðåòíîå; ýòî ëèíåéíîå
òå÷åíèå èñ÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñëó÷àåâ. Åñëè ÷èñëî ïîë-
íûõ ñîñòîÿíèé ìèðà ðàâíî 2n, òî ÷èñëî âîçìîæíûõ èñòîðèé â m
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòàõ ðàâíî 2mn [45, c.80-81].

3.5.4. Ïðèëîæåíèå âðåìåííûõ ëîãèê
ê ïðîãðàììèðîâàíèþ

Ïóñòü α � ïðîãðàììà, P � âûñêàçûâàíèå, îòíîñÿùååñÿ ê âõîäíûì
äàííûì, êîòîðîå äîëæíî áûòü èñòèííî ïåðåä âûïîëíåíèåì ïðî-
ãðàììû α, èR � âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå äîëæíî áûòü èñòèííî ïîñëå
âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû α. Âûñêàçûâàíèå P íàçûâàåòñÿ ïðåäóñëî-
âèåì, à R � ïîñòóñëîâèåì ïðîãðàììû α 5.

Ïðîãðàììà α íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ïðàâèëüíîé ïî îòíîøåíèþ
ê P è R, åñëè âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðåäóñëîâèå P èñòèííî ïåðåä
âûïîëíåíèåì α è α çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, ïîñòóñëîâèåR áóäåò òàêæå
èñòèííî. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü

{P}α{R}.

Ïðîãðàììà α íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî ïðàâèëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê
P è R, åñëè îíà ÷àñòè÷íî ïðàâèëüíà ïî îòíîøåíèþ ê P è R, è

5Ïðîâåäåì àíàëîãèþ ñ ìîäàëüíûìè (âðåìåííûìè) ëîãèêàìè: êàæäîå
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè, âîçíèêàþùåå ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû, àíàëîãè÷íî
¾âîçìîæíîìó ìèðó¿ â ñåìàíòèêå Êðèïêå; ïóòè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû
îïðåäåëÿþò ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè ìèðàìè [22, c.75].
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îáÿçàòåëüíî çàâåðøàåò ðàáîòó, åñëè P èñòèííî6. Â ýòîì ñëó÷àå èñ-
ïîëüçóåòñÿ çàïèñü

{P}α ↓ {R}.
Ïðåäóñëîâèå P è ïîñòóñëîâèå R ñâÿçàíû ñ êîíêðåòíîé çàäà÷åé,
êîòîðóþ òðåáóåòñÿ ðåøèòü è äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé è íàïèñàíà ïðî-
ãðàììà α. Íàì âàæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà ïðàâèëüíà!

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïðîãðàììà äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåò çàäà-
÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ îíà ñîçäàâàëàñü, � ýòî çàäà÷è òåñòèðî-
âàíèÿ è âåðèôèêàöèè ïðîãðàììû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âåðèôèêàöèè ïðîãðàììû èñïîëüçóþòñÿ
âðåìåííûå ëîãèêè.

Îñíîâíûå èäåè ïðèëîæåíèÿ âðåìåííûõ ëîãèê ê ïðîãðàììèðî-
âàíèþ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì äâóì ïîëîæåíèÿì [22, c.146]:

1. Îïèñàíèå ïðîãðàìì. C ïîìîùüþ ÿçûêà âðåìåííîé ëîãè-
êè, ñïåöèàëèçèðîâàííîãî îñîáûì îáðàçîì, âûðàçèòü ñâîéñòâà
ïðîãðàìì, õàðàêòåðèçóþùèõ èõ ïðàâèëüíîå âû÷èñëèòåëüíîå
ïîâåäåíèå.

2. Âåðèôèêàöèÿ ïðîãðàìì. Èñïîëüçîâàòü àïïàðàò ôîðìàëü-
íîé òåîðèè âðåìåííîé ëîãèêè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
äàííàÿ ïðîãðàììà îáëàäàåò èíòåðåñóþùèì íàñ ñâîéñòâîì.

Îäíî èç ïåðâûõ óïîìèíàíèé èäåè äîêàçàòåëüñòâà ïðàâèëüíîñòè
ïðîãðàìì ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå Äæ. Ìàêêàðòè (1961): ¾Âìåñòî òî-
ãî, ÷òîáû èñïûòûâàòü ïðîãðàììû äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå îêàæóòñÿ
îòëàæåííûìè, íóæíî äîêàçûâàòü, ÷òî îíè èìåþò æåëàåìûå ñâîé-
ñòâà¿. Ê ýòîìó æå âðåìåíè îòíîñèòñÿ âûñòóïëåíèå Ý. Äåéêñòðû ñ
äîêëàäîì ¾Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ î áîëåå ðàçâèòîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè¿.

Âïåðâûå (1974) ìûñëü îá èñïîëüçîâàíèè ëîãè÷åñêèõ âðåìåííûõ
çíàêîâ ¾âñåãäà¿ è ¾èíîãäà¿ äëÿ âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì ïðîÿâèëàñü
â ñòàòüå Ð.Áóðñòàëëà [49]. Îäíàêî ðå÷ü øëà î ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðîãðàììàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ.
Âðåìåííûå âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì â ïîëíîé ìåðå ðàçâèëèñü ïî îò-
íîøåíèþ ê ïàðàëëåëüíûì ïðîãðàììàì, ò.å. ïðîãðàììàì, ñîñòîÿ-
ùèì èç íåñêîëüêèõ ïðîöåññîâ, ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî è âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.

6Èñïîëíåíèå α îáÿçàòåëüíî çàâåðøàåòñÿ, è R äîëæíî áûòü èñòèííî â
ëþáîì ñîñòîÿíèè ïàìÿòè ÝÂÌ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðè âûïîëíå-
íèè α. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ⊔⊓ R (íåîáõîäèìî R) â ìîäàëüíîé ëîãèêå [22,
c.75].
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3.5.5. Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ïíóåëè

Òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà Ïíóåëè ñîçäàíà ñ öåëüþ âåðèôèêàöèè êîì-
ïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëîãèêà Ïíóåëè � ýòî ôîð-
ìàëüíàÿ òåîðèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî äîêàçûâàòü ¾íàëè÷èå
ó äàííîé ïðîãðàììû ñâîéñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ åå ïðàâèëüíîå âû-
÷èñëèòåëüíîå ïîâåäåíèå¿ [22, c.151].

Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ Ïíóåëè ïî ýòîìó ïîâîäó: ¾...Íóæíî ëè
ïîíÿòèå âíåøíåãî âðåìåíè, èëè òåìïîðàëüíîñòè, äëÿ ðàññóæäåíèé
î ïðîãðàììàõ?... äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì òåìïîðàëüíîñòü
íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Ýòî òàê ïîòîìó, ÷òî ýòè ïðîãðàììû èìå-
þò ¾âíóòðåííèå ÷àñû¿, à èìåííî ñàìî âûïîëíåíèå. Çíàÿ ìåòêó â
ïðîãðàììå è çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ, ìû ìîæåì òî÷-
íî îïðåäåëèòü, â êàêîì ìåñòå âûïîëíåíèÿ ìû íàõîäèìñÿ. Ïîýòîìó
äëÿ òàêèõ ïðîãðàìì ïðîñòûå âðåìåííûå ïîíÿòèÿ ¾äî¿ è ¾ïîñëå¿
âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììíîãî ñåãìåíòà ... àäåêâàòíû. Íî ïðè îáðàùå-
íèè ê ïðîãðàììàì èíäåòåðìèíèñòñêèì, ïàðàëëåëüíûì, â êîòîðûõ
âûïîëíåíèå ñîñòîèò èç ïåðåìåøàííûõ ìåæäó ñîáîé îïåðàöèé èç
ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ìû äîëæíû ðàçëè÷àòü ¾ãäå¿ è ¾êîãäà¿ è ñî-
õðàíÿòü âíåøíþþ âðåìåííóþ øêàëó, íåçàâèñèìóþ îò âûïîëíåíèÿ¿
([22, c.156], [50]).

Òàêèì îáðàçîì, ëîãèêà Ïíóåëè ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âåðèôèêàöèè
ïðîãðàìì, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Âðåìåííàÿ ëîãèêà Ïíóåëè ñòðîèòñÿ êàê ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïðèáàâëåíèåì ìíîæåñòâà íîâûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
âèäà atl, êîòîðûå ïðîáåãàþò ïî âûðàæåíèÿì âèäà ¾ïðîöåññ Pi íà-
õîäèòñÿ â ìåòêå l¿. Ýòî äàåò ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ êîíòðîëüíîãî
êîìïîíåíòà ïðîãðàììíûõ ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, ïåðåìåííûå ÿçû-
êà ðàçáèâàþòñÿ íà äâà òèïà: ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå è ëîêàëüíûå
ïåðåìåííûå.

Ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå íå ìåíÿþò ñâîèõ çíà÷åíèé îò ñîñòîÿíèÿ
ê ñîñòîÿíèþ, à çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìåíÿþòñÿ.

Ëîãèêà Ïíóåëè ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå çíàêè F (êîãäà-
íèáóäü áóäåò), G (âñåãäà áóäåò) è ℵ (â ñëåäóþùèé ìîìåíò áóäåò) è
àêñèîìû:
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G(A ⇒ B) ⇒ (GA ⇒ GB)
ℵ(A ⇒ B) ⇒ (ℵA ⇒ ℵB)
GA ⇒ A
GA ⇒ ℵGA
GA ⇒ ℵA
ℵ¬A ≡ ¬ℵA
(A&G(A ⇒ ℵA)) ⇒ GA.

Äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî âûâîäà:

A
GA .

Â äàííîé ëîãèêå óñòàíàâëèâàåòñÿ èíâàðèàíòíîå ïðàâèëî, ãëàñÿùåå,
÷òî

äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü èíâàðèàíòíîñòü (íåèç-
ìåííîñòü) íåêîòîðîãî ñâîéñòâà A â äàííîé ïðîãðàì-
ìå, íàäî óñòàíîâèòü: à) îíî èìååò ìåñòî â íà÷àëå
ïðîãðàììû è á) ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ êàæäîé
êîìàíäû ýòîé ïðîãðàììû.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ïðàâèëî çàïèñûâàåòñÿ êàê

B ⇒ A, atl&B ⇒ ℵA (äëÿ âñåõ ìåòîê l)

B ⇒ GA .

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðàâèëà äîêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå ó ïðîãðàììû ðàç-
ëè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî
èñêëþ÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé.

Î ÷åì èäåò ðå÷ü? Â ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïàðàëëåëüíûå
ïðîöåññû ìîãóò âêëþ÷àòü áëîêè (ñåêöèè), ñîäåðæàùèå êîìàíäû,
êðèòè÷åñêèå äëÿ êîîïåðèðîâàíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî-
êà îäèí ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñâîåé êðèòè÷åñêîé ñåêöèè è âûïîëíÿåò
êîìàíäû ýòîé ñåêöèè, âòîðîé ïðîöåññ íå äîëæåí âîéòè â ñâîþ êðè-
òè÷åñêóþ ñåêöèþ, ïîñêîëüêó èçìåíåíèÿ â ÿ÷åéêàõ ïàìÿòè, ïðîèñ-
õîäÿùèå ïðè âûïîëíåíèè êîìàíä èäóùåãî ïåðâîãî ïðîöåññà, èñêà-
çÿò âû÷èñëåíèÿ, íà êîòîðûå ñîðèåíòèðîâàí âòîðîé ïðîöåññ. Âòîðîé
ïðîöåññ äîëæåí æäàòü,7 ïîêà ñîäåðæèìîå èñïîëüçóåìûõ èì ÿ÷ååê

7Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ¾âíåøíåãî âðåìåíè¿.
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íå îêàæåòñÿ òðåáóåìûì. Îæèäàíèå ïðîèñõîäèò â ñèëó âûïîëíåíèÿ
îñîáûõ êîìàíä ïðîãðàììû, íàçûâàåìûõ ñåìàôîðíûìè èíñòðóêöè-
ÿìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñåìàôîðíîé èíñòðóêöèè [22, c.148-149].

Ïðèìåð 3.1. Â ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììå èìåþòñÿ äâå êðèòè÷åñêèå ñåê-
öèè (ÊÑ). Ñåìàôîðíàÿ èíñòðóêöèÿ � îïåðàòîð ¾wait ... then...¿ ñ ñåìà-
ôîðíîé ïåðåìåííîé x4:

x4 := 1;

ïðîöåññ 1 ïðîöåññ 2
l0: wait x4 > 0 m0 : wait x4 > 0
then x4 := x4 − 1; then x4 := x4 − 1;
l1 : t1 := x3 ∗ x1; m1 : t2 := x3/x2;

KC1 l2 : x3 := t1; KC2 m2 : x2 := t2;
l3 : x4 := x4 + 1; m3 : x4 := x4 + 1;
l4 : end m4 : end

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåññà 1 çíà÷åíèå x4 óìåíüøè-

ëîñü äî 0. Òîãäà êîìïüþòåð âûíóæäåí îñòàíîâèòü ïðîöåññ 2, ò.ê. ïðåãðà-

äîé ê åãî âûïîëíåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñåìàôîðíàÿ èíñòðóêöèÿ ïîä ìåòêîé m0,

äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî, ÷òîáû x4 áûëî áîëüøå 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, êîìïüþòåð íà÷íåò âûïîëíÿòü êîìàíäû ñ ìåòêàìè l1− l3 è òîëüêî

ïîñëå ýòîãî ïåðåéäåò ê ïðîäîëæåíèþ âûïîëíåíèÿ ïðîöåññà 2. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïîêà ïðîöåññ 1 íàõîäèòñÿ â ñâîåé êðèòè÷åñêîé ñåêöèè KC1, ïðî-

öåññ 2 íå äîñòèãíåò ñâîåé êðèòè÷åñêîé ñåêöèè ÊÑ2. Òî æå ñàìîå áóäåò

ïðîèñõîäèòü â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ 2 íà÷íåò âûïîëíÿòüñÿ ïåðâûì.

Ñâîéñòâî, óòâåðæäàþùåå, ÷òî ïðîöåññû íèêîãäà íå âûïîëíÿþò
îäíîâðåìåííî ñâîèõ êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé, íàçûâàþò âçàèìíûì èñ-
êëþ÷åíèåì êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé è çàïèñûâàþò â âèäå ñëåäóþùåé
òåîðåìû âðåìåííîé ëîãèêè:

⊢ A ⇒ G¬(atl1&...&atln), (3.12)

ãäå li � ìåòêà êðèòè÷åñêîé ñåêöèè i-ãî ïðîöåññà, A � ôîðìóëà, âû-
ðàæàþùàÿ èñõîäíûå óñëîâèÿ8.

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (3.12) äàíî â [22, c.152-
155].

8Èñõîäíûå óñëîâèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåí-
íûõ, ïðåäóñëîâèå (åñëè îíî èìååòñÿ) è èñõîäíûå ìåòêè âñåõ ïàðàëëåëü-
íûõ ïðîöåññîâ ïðîãðàììû.
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3.6. Àëãîðèòìè÷åñêèå ëîãèêè

Â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ XX âåêà âîçíèêëè àëãîðèòìè÷åñêèå ëîãèêè.
Îíè ñîçäàâàëèñü ñ öåëüþ îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

Àëãîðèòìè÷åñêèå ëîãèêè âêëþ÷àþò âûñêàçûâàíèÿ âèäà

{P}S{R},

÷èòàþùèåñÿ êàê ¾åñëè äî âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðà S áûëî âûïîëíåíî
P, òî ïîñëå íåãî áóäåò R¿.

Ýòè ëîãè÷åñêèå ÿçûêè ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî èçîáðåòåíû
Ð.Ó.Ôëîéäîì (1967), Ê.Õîàðîì (1969) è ïðåäñòàâèòåëÿìè ïîëüñêîé
ëîãè÷åñêîé øêîëû (À.Ñàëüâèíèöêèé è äð. (1970)).

¾Â 1969 ãîäó Õîàð îïðåäåëèë ïðîñòîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ
÷åðåç ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ÷àñòè÷íîé ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàìì. Â åãî ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî
îïðåäåëåíèå ñåìàíòèêè ÿçûêà íå â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàì-
ìû, à â òåðìèíàõ äîêàçàòåëüñòâà åå ïðàâèëüíîñòè óïðîùàåò ïðî-
öåññ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû.

Â 70-õ ãîäàõ íà áàçå ðàáîòû Õîàðà íà÷èíàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ â
îáëàñòè àêñèîìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî ðàáîò ïî àêñèîìàòèçàöèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóê-
öèé: îò îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ äî ðàçëè÷íûõ ôîðì öèêëîâ, îò
âûçîâîâ ïðîöåäóð äî ñîïðîãðàìì. Ãëàâíûì óïóùåíèåì èññëåäîâà-
òåëåé â ýòè ãîäû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè óäåëÿëè íåäîñòàòî÷íî âíè-
ìàíèÿ ôîðìàëüíîé ëîãèêå.

Â 1972 ãîäó âûøëà î÷åðåäíàÿ ñòàòüÿ Õîàðà î äîêàçàòåëüñòâå
ïðàâèëüíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ, ÷òî óñêîðèëî èññëåäîâàíèÿ
ïî àáñòðàêòíûì òèïàì äàííûõ. Â ÑÑÑÐ ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè
âåëèñü â Íîâîñèáèðñêå (À.Ï.Åðøîâ, Â.Í.Àãàôîíîâ, À.Â.Çàìóëèí,
È.Í.Ñêîïèíà).

Â 1973 ãîäó áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ïðàâèëà äîêàçàòåëüñòâà ïðà-
âèëüíîñòè äëÿ áîëüøèíñòâà êîíñòðóêöèé ÿçûêà Ïàñêàëü. Â 1975
áûëà ïîñòðîåíà àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà âåðèôèêàöèè äëÿ ïîäìíî-
æåñòâà ÿçûêà Ïàñêàëü, îñíîâàííàÿ íà àêñèîìàõ è ïðàâèëàõ âûâîäà.
Â 1979 ãîäó áûë îïðåäåëåí ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Åâêëèä, â ïðî-
åêò êîòîðîãî ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà çàëîæåíà èäåÿ àêñèîìàòèçàöèè.

Â 1976 ãîäó (â ðóññêîì ïåðåâîäå â 1978 ãîäó) âûøëà êíèãà
Ý.Äåéêñòðû ¾Äèñöèïëèíà ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿, â êîòîðîé ïðåäëà-
ãàåòñÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàìì. Ñóòü ìåòî-
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äà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñòðîèòü ïðîãðàììó âìåñòå ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì, ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî äîëæíî îïåðåæàòü ïîñòðîåíèå
ïðîãðàììû. Ý.Äåéêñòðà îïðåäåëèë äëÿ ïðîñòîãî ÿçûêà ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñëàáåéøèå ïðåäóñëîâèÿ è ïîêàçàë, êàê èõ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü â êà÷åñòâå èñ÷èñëåíèÿ äëÿ âûâîäà ïðîãðàìì. Ñòàëî ÿñíî,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëèçìà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîñòðîåíèþ ïðî-
ãðàìì áîëåå íàäåæíûì ñïîñîáîì¿ 9.

3.6.1. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
àëãîðèòìè÷åñêîé ëîãèêè

Îïèøåì ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ëîãèêè L0.
Ïàìÿòü â L0 ðàçäåëåíà íà ÿ÷åéêè. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà èìååò èäåí-

òèôèêàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñëîâî èç ëàòèíñêèõ áóêâ è
öèôð è íà÷èíàþùèéñÿ ñ áóêâû. ß÷åéêè ñîäåðæàò íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà.

Ïðîãðàììà â L0 ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ. Èñõîäíûé îïåðàòîð �
ïðèñâàèâàíèå:

x := e,

ãäå x � èäåíòèôèêàòîð, à e � âûðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç èäåíòè-
ôèêàòîðîâ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ïîñëå ïðèñâàèâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ A(x), ãäå A � ôîðìóëà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè. Òî-
ãäà ñîñòîÿíèå, êîòîðîå áûëî äî ïðèñâàèâàíèÿ, îïèøåì ôîðìóëîé
A(x|e).10 Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååì âûñêàçûâàíèå

{A(x|e)}x := e{A(x)}.

Ïóñòü äâà îïåðàòîðà S1, S2 âûïîëíÿþòñÿ îäèí çà äðóãèì. Òîãäà
ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêàÿ çàïèñü âèäà

{A}S1{B}, {C}S2{D}, B ⇒ C
{A}S1S2{D} .

Óñëîâíûé îïåðàòîð � ýòî êîíñòðóêöèÿ

IF A1 → S1 △ A2 → S2△ ... △ An → Sn FI,

9Èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ñàéòà http://stud.math.rsu.ru/deikstra/.
10Ê ïðèìåðó, åñëè A(x) � ýòî x < 2 è x := x + 1, òî A(x|x + 1) �

ýòî x + 1 < 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîñëå ïðèñâàèâàíèÿ x := x + 1
ñòàëî èñòèííûì x < 2, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äî ïðèñâàèâàíèÿ âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî x+ 1 < 2, ò.å. |= {x+ 1 < 2}x := x+ 1{x < 2}.
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ãäå A1, ...An � ëîãè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííûå èç îòíîøåíèé
e1 = e2, e1 > e2 ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê; Si � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îïåðàòîðîâ. Ïðîâåðÿþòñÿ ôîðìóëû Ai ïðè íàñòîÿùåì
ñîñòîÿíèè ïàìÿòè. Åñëè íè îäíà èç Ai íå èñòèííà, òî ôèêñèðóåò-
ñÿ îøèáêà. Åñëè æå íåêîòîðûå Ai èñòèííû, òî âûáèðàåòñÿ îäíà èç
íèõ (íåâàæíî êàê) è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îïåðàòîðîâ Si.

Åñëè êàæäàÿ èç êîìàíä Si îïèñàíà â ëîãèêå L0 êàê {Ai}Si{B},
òî óñëîâíûé îïåðàòîð îïèñûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëîé

{(A1 ⇒ A1)&...&(An ⇒ An)}IF A1 → S1 △ A2 → S2 △ ...

... △ An → Sn FI{B}.
Öèêëàì îòâå÷àåò êîíñòðóêöèÿ

DO A1 → S1 △ ... △ An → Sn OUT B1 → T1 △ ... △ Bm → Tm OD.

Âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîð öèêëà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåðÿþòñÿ
ôîðìóëû A1, ...,An,B1, ...,Bm ïðè íàñòîÿùåì ñîñòîÿíèè ïàìÿòè.
Åñëè íè îäíà èç íèõ íå èñòèííà, òî ôèêñèðóåòñÿ îøèáêà. Åñëè æå
íåêîòîðûå èñòèííû, òî âûáèðàåòñÿ îäíà èç íèõ (íåâàæíî êàê). Åñëè
âûáðàíà Ai, òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàòîðîâ Si è âûïîëíåíèå öèêëà âîçîáíîâëÿåòñÿ. Åñëè âûáðàíà
Bi, òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòî-
ðîâ Ti è âûïîëíåíèå öèêëà çàâåðøàåòñÿ.

Åñëè êàæäàÿ èç êîìàíä Si îïèñàíà â ëîãèêå L0 êàê {Ai}Si{Ci},
à Ti êàê {Di}Ti{Bi}, òî îäíîêðàòíîå âûïîëíåíèå öèêëà îïèñûâà-
åòñÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëîé

{(A1 ⇒ A1)&...&(An ⇒ An)&(B1 ⇒ D1)&...&(Bm ⇒ Dm)&

&(A1 ∨ ... ∨ An ∨ B1 ∨ ... ∨ Bm)} IFA1 → S1 △ ... △ An → Sn △
△ B1 → T1 △ ... △ Bm → Tm FI{B}.

Äâóêðàòíîå âûïîëíåíèå öèêëà äàåò ôîðìóëó

{(A1 ⇒ A1)&...&(An ⇒ An)&(B1 ⇒ D1)&...&(Bm ⇒ Dm)&

&(A1 ∨ ... ∨ An ∨ B1 ∨ ... ∨ Bm)} IFA1 → S1 △ ... △ An → Sn △
△ B1 → T1 △ ... △ Bm → Tm FI{C1 ∨ ... ∨ Cn},

{(A1 ⇒ A1)&...&(An ⇒ An)&(B1 ⇒ D1)&...&(Bm ⇒ Dm)&
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&(C1 ∨ ... ∨ Cn)&(A1 ∨ ... ∨ An ∨ B1 ∨ ... ∨ Bm)} IFA1 → S1 △ ...

... △ An → Sn △ B1 → T1 △ ... △ Bm → Tm FI{B}

è ò.ä. äî áåñêîíå÷íîñòè. Óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè k øàãîâ öèêëà îáî-
çíà÷èì ÷åðåç DOk{B}. Öèêë êîððåêòåí, åñëè

⊢ DO1{B} ∨DO2{B} ∨ ... ∨DOk{B} ∨ ...

Íî ýòî áåñêîíå÷íî äëèííàÿ ôîðìóëà! Îíà íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé
ÿçûêà L0. Ïîÿâëåíèå òàêèõ ôîðìóë � ýòî ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà äëÿ
àëãîðèòìè÷åñêèõ ëîãèê.

3.6.2. ×àðëüç Õîàð

Ïðîôåññîð ×àðëüç Õîàð (Charles

Ðèñ. 3.3: ×.À.Ð. Õîàð.

Antony Richard Hoare) ðîäèëñÿ â 1934 ã.
â Àíãëèè. Â 1980 ã. ïîëó÷èë ïðåñòèæ-
íóþ ïðåìèþ Àëàíà Òüþðèíãà çà âêëàä
â ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ÿçûêîâ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì àêñèîìàòè-
÷åñêîé ñåìàíòèêè. Õîàð èçâåñòåí ñâî-
èìè ðàáîòàìè â îáëàñòè àëãåáðû ïðî-
ãðàìì. Ïðåâðàùåíèå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
â ñåðüåçíóþ ïðîôåññèîíàëüíóþ äèñöè-
ïëèíó ñòàëî âåäóùèì ìîòèâîì åãî íàó÷-
íîé äåÿòåëüíîñòè 11.

Ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ïðîôåññîð Õîàð
ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ó÷åíûì â ìèðå â îá-
ëàñòè êîìïüþòåðíûõ íàóê12. Â ÷èñëå åãî
çàñëóã � ðàçðàáîòêà ëîãèêè Õîàðà (Hoare

Logic), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàó÷íîé îñíîâîé äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ
êîððåêòíûõ ïðîãðàìì è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ è ðàçðàáîò-
êè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Õîàð íàïèñàë ðÿä òðóäîâ ïî ñîçäà-
íèþ ñïåöèôèêàöèé, ïðîåêòèðîâàíèþ, ðåàëèçàöèè è ñîïðîâîæäåíèþ
ïðîãðàìì, ïîêàçûâàþùèõ âàæíîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ óâå-
ëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ è ïîâûøåíèÿ íàäåæíî-
ñòè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Çà çàñëóãè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ è

11Ñì.http://www.vavilon.ru/koval/ruslaslov-01.html
12Èñïîëüçîâàíà ñòàòüÿ Anatem ñ ñàéòà: http://www.ct.kz/
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êîìïüþòåðíûõ íàóê êîðîëåâà Âåëèêîáðèòàíèè ïîæàëîâàëà Õîàðó
ðûöàðñêîå çâàíèå.

3.6.3. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ëîãèêà Õîàðà

Îñíîâîé äëÿ ëîãèêè âûâîäîâ ïðàâèëüíûõ ïðîãðàìì ñëóæàò àêñèî-
ìû Õîàðà (ïðàâèëà âåðèôèêàöèè). Îíè äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèè
â òåðìèíàõ ïðîãðàììíûõ êîíñòðóêöèé.

Ñôîðìóëèðóåì àêñèîìû Õîàðà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðåäóñëî-
âèÿ êàê äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî èñïîëíåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ïðè óñïåøíîì çàâåðøåíèè ïðèâåäåò ê
æåëàåìûì ïîñòóñëîâèÿì13.

A1. Àêñèîìà ïðèñâàèâàíèÿ:

{R(x|e)}x := e{R}.

Íåôîðìàëüíîå îáúÿñíåíèå àêñèîìû: òàê êàê x ïîñëå âûïîëíåíèÿ
áóäåò ñîäåðæàòü çíà÷åíèå e, òî R áóäåò èñòèííî ïîñëå âûïîëíåíèÿ,
åñëè ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè e âìåñòî x â R èñòèíåí ïåðåä âûïîë-
íåíèåì.

A2. {Q}S{P} & (P ⇒ R) ⇒ {Q}S{R}.
A3. {Q}S{P} & (R ⇒ Q) ⇒ {R}S{P}.

Ïóñòü S � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äâóõ îïåðàòîðîâ S1, S1

(ñîñòàâíîé îïåðàòîð).

A4. {Q}S1{P1} & {P1}S2{R} ⇒ {Q}S{R}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðàâèëî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùåé èç n îïåðàòîðîâ.
Ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî äëÿ óñëîâíîãî îïåðàòîðà (êðàòêàÿ ôîð-

ìà):

A5. {Q&B}S1{R}&(Q&¬B ⇒ R) ⇒ {Q}if B then S1{R}.
Àêñèîìà A5 ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïðåòàöèè óñëîâíîãî îïåðàòîðà

â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî îïåðàòîðà (ïîë-

íàÿ ôîðìà óñëîâíîãî îïåðàòîðà):

A6.({Q&B}S1{R})&({Q&¬B}S2{R})⇒{Q}ifBthenS1elseS2{R}.
è äëÿ îïåðàòîðîâ öèêëà.

13Èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ñàéòà http://stud.math.rsu.ru/deikstra/.
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Ïðåäóñëîâèÿ è ïîñòóñëîâèÿ öèêëà until (äî) óäîâëåòâîðÿþò
ïðàâèëó:

A7. {Q&B}S1{Q} ⇒ {Q}repeat S1 until B{Q&¬B}.
Ïðàâèëî ââîäèò âàæíîå ïîíÿòèå èíâàðèàíòà öèêëà. Ïðåäèêàò

Q, èñòèííûé ïåðåä âûïîëíåíèåì è ïîñëå âûïîëíåíèÿ êàæäîãî øàãà
öèêëà, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîøåíèåì èëè ïðîñòî èíâàðè-
àíòîì öèêëà. Â ìàòåìàòèêå òåðìèí ¾èíâàðèàíòíûé¿ îçíà÷àåò íå
èçìåíÿþùèéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñîâîêóïíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â äàííîì ñëó÷àå åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ
� ýòî âûïîëíåíèå øàãà öèêëà ïðè óñëîâèè èñòèííîñòè Q âíà÷àëå.

Ïðåäóñëîâèÿ è ïîñòóñëîâèÿ öèêëà while (ïîêà) óäîâëåòâîðÿþò
ïðàâèëó:

A8. {Q&B}S1{Q} ⇒ {Q}while B do S1{Q&¬B}.
Àêñèîìû A1 − A8 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñî-

âàííîñòè ïåðåäà÷è äàííûõ îò îïåðàòîðà ê îïåðàòîðó, äëÿ àíàëèçà
ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ òåêñòîâ ïðîãðàìì, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé
îêîí÷àíèÿ öèêëà. Êðîìå òîãî, ïðàâèëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñåìàí-
òèêîé ïðîãðàììû.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü íàäî îïðåäåëèòü ÷àñòíîå q è îñòàòîê r îò äåëåíèÿ n
íà m.

Âõîäíûå äàííûå:
n,m � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m > 0.
Âûõîäíûå äàííûå:
q, r � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Îïèñàíèå ïðîãðàììû S:

çàäàòü(n,m)

r := n; q := 0;

while m <= r do

begin

r := r −m; q := q + 1

end;

âûäàòü(q, r);

(3.13)

Ñôîðìóëèðóåì ïðåäóñëîâèå A:

m > 0&(n,m)− öåëûå ÷èñëà.

Ñôîðìóëèðóåì ïîñòóñëîâèå B:

(r < m)&(n = m ∗ q + r).
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Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
⊢ {A}S{B}

èëè
⊢ {m > 0&(n,m)− öåëûå} S {(r < m)&(n = m ∗ q + r)}.

Äîêàçàòåëüñòâî

ßçûê Ìåòàÿçûê
âûâîä

1 A ⇒ n = n+m ∗ 0 â ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêå

2 {n = n+m ∗ 0}r := n{n = r +m ∗ 0} àêñèîìà A1
3 {n = r +m ∗ 0}q := 0{n = r +m ∗ q} àêñèîìà A1

4 {A}r := n{n = r +m ∗ 0} A3 ê ïóíêòàì 1 è 2

5 {A}r := n; q := 0{n = r +m ∗ q} A4 ê ïóíêòîì 3 è 4

6 n = r +m ∗ q& àðèôìåòèêà
&m <= r => n = (r −m) +m ∗ (q + 1)

7 {n = (r −m) +m ∗ (q + 1)}r := r −m àêñèîìà A1
{n = r +m ∗ (q + 1)}

8 {n = r +m ∗ (q + 1)}q := q + 1 àêñèîìà A1
{n = r +m ∗ q}

9 {n = (r −m) +m ∗ (q + 1)}r := r −m; A4 ê ïóíêòàì 7 è 8
q := q + 1{n = r +m ∗ q}

10 {n = r +m ∗ q&m <= r}r := r −m; A2 ê ïóíêòàì 6 è 9
q := q + 1{n = r +m ∗ q}

11 {n = r +m ∗ q&m <= r}while m <= r do A8 ê ïóíêòó 10
beqin r := r −m; q := q + 1 end
{(n = r +m ∗ q)&¬(m <= r)}

12 {A}S{(n = r +m ∗ q)&¬(m <= r)} A4 ê ïóíêòàì 5 è 11
÷.ò.ä.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå ïðîãðàììû çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðîãðàììà íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé r è q, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) m <= r;
2) r, q � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Çíà÷åíèå r íà êàæäîì øàãå öèêëà óìåíüøàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ

âåëè÷èíó: r := r −m(m > 0). Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé r è q
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, ò.å. íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå r, äëÿ êîòîðîãî íå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå m <= r, è öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

{A}S ↓ {B}.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íàøà ïðîãðàììà S ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî ïðàâèëüíîé.



×àñòü II

Àëãîðèòìû



Ãëàâà 4

Àëãîðèòìû

4.1. Ïîíÿòèå àëãîðèòìà è âû÷èñëè-

ìîé ôóíêöèè

Àëãîðèòì � ýòî òî÷íîå ïðåäïèñàíèå, îïðåäåëÿþùåå âû÷èñëèòåëü-
íûé ïðîöåññ, âåäóùèé ê èñêîìîìó ðåçóëüòàòó (À.À.Ìàðêîâ, 1954,
[27]).

Äàííîå îïðåäåëåíèå âîçíèêëî äî ïîÿâëåíèÿ ÝÂÌ è íàóêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Íî êàê òîëüêî ïîñëåäíèå ñòàëè çàìåòíûì ÿâëå-
íèåì â ñóììå òåõíîëîãèé XX âåêà, ñòàëî âîçìîæíûì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà.

¾Àëãîðèòì � ýòî ðàç è íàâñåãäà ñîñòàâëåííàÿ ïðîãðàììà, â êî-
òîðîé âñå çàðàíåå ïðåäóñìîòðåíî. Âûðàæàÿñü ïîïóëÿðíî, àëãîðèòì
� ýòî òî÷íîå, âîñïðîèçâîäèìîå, ïîääàþùååñÿ èñïîëíåíèþ ïðåäïè-
ñàíèå, îïðåäåëÿþùåå � øàã çà øàãîì, � êàêèì ïóòåì íàäëåæèò
ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó. Àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ôîðìàëèçî-
âàííîå äîêàçàòåëüñòâî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðåìû, ðàâíî êàê è ïðî-
ãðàììà öèôðîâîé ìàøèíû, ïåðåâîäÿùåé ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé¿
(Ñ.Ëåì, 1967, [20, c.137]).

¾Àëãîðèòìîì ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìó âû÷èñëåíèé, êîòîðàÿ
äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ èç çàïèñè A ¾óñëî-
âèé¿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïðè ïîìîùè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, ñîâåðøàåìûõ ¾ìåõàíè÷åñêè¿, áåç âìå-
øàòåëüñòâà òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ÷åëîâåêà, ïîëó÷èòü çàïèñü B

79
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¾ðåøåíèÿ¿ çàäà÷è¿ (À.Í.Êîëìîãîðîâ, Â.À.Óñïåíñêèé, 1958, [14]).
Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì � ýòî ïðîöåäóðà A, êîòîðàÿ [13]:

1) Ïðèìåíÿåòñÿ ê ñòðîãî îïðåäåëåííûì èñõîäíûì äàííûì A. Åå
íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ê äðóãîìó òèïó äàííûõ, îíà ëèáî áóäåò íå
ñïîñîáíà ñ íèìè ÷òî-òî ñäåëàòü, ëèáî ìîæåò âûäàòü áåññìûñ-
ëåííûé ðåçóëüòàò, ò.å. ðåçóëüòàò, íå ïîääàþùèéñÿ àíàëèçó ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåõ îæèäàíèé, êîòîðûå ñâÿçûâàëèñü ñ àëãîðèò-
ìîì ïðè åãî ñîçäàíèè.

2) Ðàñ÷ëåíåíà íà îòäåëüíûå ïðîñòûå øàãè; êàæäûé øàã ñîñòî-
èò â íåïîñðåäñòâåííîé îáðàáîòêå âîçíèêøåãî ê ýòîìó øàãó
ñîñòîÿíèÿ S â ñîñòîÿíèå S∗ = ΩA(S).

3) Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïåðåðàáîòêà S â S∗ = ΩA(S) ïðîèçâîäèòñÿ
îäíîçíà÷íî çàäàííûì ñïîñîáîì ëèøü íà îñíîâàíèè èíôîðìà-
öèè î âèäå çàðàíåå îãðàíè÷åííîé ¾àêòèâíîé¿ ÷àñòè ñîñòîÿíèÿ
S è çàòðàãèâàåò ëèøü ýòó àêòèâíóþ ÷àñòü.

4) Ïðîöåññ ïåðåðàáîòêè A0 = A â A1 = ΩA(A0), A1 â A2 =
ΩA(A1), A2 â A3 = ΩA(A2) è ò.ä. ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà ëèáî íå ïðîèçîéäåò áåçðåçóëüòàòíàÿ îñòàíîâêà (èëè îïå-
ðàòîð ΩA íå îïðåäåëåí äëÿ âîçíèêøåãî ñîñòîÿíèÿ), ëèáî íå
ïîÿâèòñÿ ñèãíàë î ïîëó÷åíèè ¾ðåøåíèÿ¿. Ïðè ýòîì íå èñêëþ-
÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü íåïðåêðàùàþùåãîñÿ ïðîöåññà ïåðåðàáîò-
êè.

Êàæäûé àëãîðèòì çàäàåò ôóíêöèþ, ïîñêîëüêó ïî íàáîðó èñ-
õîäíûõ äàííûõ âûäàåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê ýòèì
äàííûì. Åñòåñòâåííî íàçâàòü ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîãóò
íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà, � âû÷èñëèìîé ôóíê-
öèåé. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ � ýòî òàêàÿ ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò âû÷èñëÿþùèé åå çíà÷åíèÿ àëãîðèòì [43,
c.15].

4.2. Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Êàêèå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëèìûìè? Õîòåëîñü áû èìåòü èõ
îïèñàíèå, íå ñâÿçàííîå íàïðÿìóþ ñ ïîíÿòèåì àëãîðèòìà.

Ôóíêöèþ f : X → Y áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íîé, åñëè îíà îïðå-
äåëåíà íå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ∈ X. Ìíîæåñòâî òåõ x ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ îäíîçíà÷íî óêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
f , íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
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Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè íà ìíîæåñòâå íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë N .

4.2.1. Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

s1(x) = x+ 1,

on(x1, ..., xn) = 0,

Inm(x1, ..., xn) = xm (1 ≤ m ≤ n; n = 1, 2, ...),

íàçûâàåìûå äàëåå ïðîñòåéøèìè.

Ïóñòü äàíû ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè g : Nn → N è h : Nn+2 → N .
×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : Nn+1 → N ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé g, h
ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé, åñëè

f(x1, ..., xn, 0) = g(x1, ..., xn),

f(x1, ..., xn, y + 1) = h(x1, ..., xn, y, f(x1, ..., xn, y)).
(4.1)

Äëÿ n = 0 óðàâíåíèÿ (4.1) ïðèíèìàþò âèä (g = const = a)

f(0) = a,

f(x+ 1) = h(x, f(x)).
(4.2)

Êàê âèäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé, çàäàâ èñõîäíûå äàííûå
(x1, ..., xn, 0), ìîæíî øàã çà øàãîì íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
äëÿ (x1, ..., xn, 1), (x1, ..., xn, 2), ..., (x1, ..., xn,m), ...

Ñèìâîëè÷åñêè çàäàíèå f ÷åðåç ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèþ ìîæíî
çàïèñàòü êàê

f = R(g, h).

×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : Nn+1 → N íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóð-

ñèâíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé
∑
, åñëè f

ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà
∑

è ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé êî-
íå÷íûì ÷èñëîì îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè (ñóïåðïîçèöèè) è ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèè.

Åñëè
∑

= ∅, òî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâà ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé

∑
ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî èç ïðî-

ñòåéøèõ ôóíêöèé è ïîýòîìó åå íàçûâàþò ïðîñòî ïðèìèòèâíî ðå-
êóðñèâíîé.
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðèìåð 4.1. Ôóíêöèÿ f(x, y) = x+ y ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.
Â ñàìîì äåëå,

f(x, 0) = x+ 0 = x = I11 (x),

f(x, y + 1) = x+ (y + 1) = (x+ y) + 1 = s1(x+ y) = s1(f(x, y)).

Ýòî îçíà÷àåò, òî ôóíêöèÿ x + y ñòðîèòñÿ èç ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ

ôóíêöèé I11 , h(x, y, z) = z + 1 = s1(z) ñ ïîìîùüþ ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.

Ïîýòîìó x+ y ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 4.2. Ôóíêöèÿ f(x, y) = xy ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.
Äåéñòâèòåëüíî,

f(x, 0) = x · 0 = o1(x),

f(x, y + 1) = x(y + 1) = xy + x = f(x, y) + x.
(4.3)

Åñëè âçÿòü
g(x) = o1(x), h(x, y, z) = z + x

è âñïîìíèòü, ÷òî h � ýòî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ (ïðèìåð 4.1),
òî óáåæäàåìñÿ â ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíêöèè xy.

4.2.2. ×àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Ïóñòü äàíà ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : Nn → N . Çàôèêñèðóåì äàííûå
(x1, ..., xn). Ââåäåì ôóíêöèþ

Mf(x1, ..., xn) = min
y∈N

{f(x1, ..., xn−1, y) = xn}.

Ïî ñóùåñòâó, M � ýòî îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé.
Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ òåì æå ÷èñëîì
àðãóìåíòîâ. Íàçîâåì ýòó îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèåé.

×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : Nn+1 → N íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóð-
ñèâíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé

∑
, åñëè f

ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà
∑

è ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé êî-
íå÷íûì ÷èñëîì îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè (ñóïåðïîçèöèè), ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè.

Åñëè
∑

= ∅, òî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé

∑
ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî èç ïðîñòåéøèõ

ôóíêöèé, è ïîýòîìó åå íàçûâàþò ïðîñòî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé.
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Ïðèìåð 4.3. Ôóíêöèÿ

g(x) =

{
x− 1, x > 0,
íå îïðåäåëåíî, x = 0

� ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà.
Äåéñòâèòåëüíî,

g(x) = Ms1(x) = min
y∈N

{s1(y) ≡ y + 1 = x}.

Ñëåäîâàòåëüíî, g ïîëó÷åíà èç ïðîñòåéøåé ôóíêöèè s1 ñ ïîìîùüþ îïåðà-

öèè ìèíèìèçàöèè.

Êàæäàÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
ðåêóðñèâíîé. Îáðàòíîå íåâåðíî, ïîñêîëüêó â êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóð-
ñèâíûõ ôóíêöèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïîïàäàþò ÷àñòè÷-
íàÿ ôóíêöèÿMs1 (ïðèìåð 4.3) è, íàïðèìåð, íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ

f(x) = min
y∈N

{x+ 1 + y = 0}.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ìîæåò áûòü îðãàíèçî-
âàíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíûé (àëãîðèòìè÷åñêèé) ïðîöåññ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

f(x1, ..., xn−1, 0), f(x1, ..., xn−1, 1), ..., f(x1, ..., xn−1, y), ...

Íàèìåíüøåå a, äëÿ êîòîðîãî

f(x1, ..., xn−1, a) = xn,

� ýòî çíà÷åíèå äëÿ Mf(x1, ..., xn).1

4.2.3. Òåçèñ ×�åð÷à

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêèå ôóíêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ âû÷èñëèìûìè. Ýòî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè. Äåéñòâè-
òåëüíî, âíèìàòåëüíûé àíàëèç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé âûÿâëÿåò
çàëîæåííóþ â ýòî îïðåäåëåíèå ïðîöåäóðó èõ âû÷èñëåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè ñâÿçûâàëîñü ñ ïîíÿòèåì
àëãîðèòìà, ïîýòîìó îáùåïðèíÿòîé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà2, èìåíóåìàÿ
êàê

1Âîçìîæíî, ÷òî ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ íå áóäåò çàâåðøåí, íî ýòî ñîîò-
âåòñòâóåò òîìó, ÷òî Mf ìîæåò áûòü èñòèííîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé.

2Ýòîò òåçèñ íå ìîæåò áûòü äîêàçàí èç-çà òîãî, ÷òî ïîíÿòèå âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíûì, ò.å. îòñóòñòâóåò ñòðîãîå îïðåäåëå-
íèå.
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Òåçèñ ×�åð÷à. Êëàññ àëãîðèòìè÷åñêè (ìàøèííî) âû-
÷èñëèìûõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
âñåõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

4.3. Ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà

Ìàøèíû Òüþðèíãà-Ïîñòà � ýòî ïðèìåð àëãîðèòìà. Ïðèäóìàí ýòîò
àëãîðèòì íåçàâèñèìî Àëàíîì Òüþðèíãîì è Ýìèëåì Ïîñòîì.

Ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà T ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ¾÷àñòåé¿:

1. Ëåíòû, ðàçáèòîé íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÿ÷ååê.

2. Âíåøíåé ïàìÿòè, ïðèíèìàþùåé îäíî èç ñîñòîÿíèé, âõîäÿùèõ
â ìíîæåñòâî A = {a0, a1, ..., am}. ß÷åéêè ëåíòû íàõîäÿòñÿ â
îäíîì è òîëüêî â îäíîì èç ñîñòîÿíèé èç ìíîæåñòâà A. Ñîñòî-
ÿíèå a0 íàçûâàåòñÿ ïóñòûì.

3. Âíóòðåííåé ïàìÿòè, ïðèíèìàþùåé îäíî èç ñîñòîÿíèé, âõîäÿ-
ùèõ â ìíîæåñòâî Q = {q0, q1, ..., qn}. Ñîñòîÿíèå q0 íàçûâàåòñÿ
¾ñòîï¿.

4. Ãîëîâêè, äâèãàþùåéñÿ âäîëü ëåíòû è ñ÷èòûâàþùåé ñîäåðæè-
ìîå ÿ÷åéêè, íàïðîòèâ êîòîðîé îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ.

5. Ìåõàíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, ïåðåäâèãàþùåãî ãîëîâêó è ìåíÿ-
þùåãî ñîñòîÿíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé ïàìÿòè. Åñëè ãîëîâêà
â ñîñòîÿíèè q ñòîèò íàïðîòèâ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì k, òî èçìåíå-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ âíóòðåííåé ïàìÿòè è ñîñòîÿíèÿ ÿ÷åéêè ïðîèñ-
õîäÿò îäíîâðåìåííî.

Ðèñ. 4.1: Ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà.
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Ðàáîòà ìàøèíû Òüþðèíãà-Ïîñòà T îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì êîìàíä, êîòîðûå âûïîëíÿåò ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî. Êî-
ìàíäà èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ âîçìîæíûõ âèäîâ:

qsai → qtaj , qsai → qtL, qsai → qtR,

ãäå L � ýòî äâèæåíèå ãîëîâêè âëåâî íà îäíó ÿ÷åéêó, à R � âïðàâî.
Ïðè ýòîì âñåãäà ñàìîå ëåâîå â çàïèñè êîìàíäû qs ̸= q0.

Ñìûñë êîìàíä òàêîâ: åñëè ãîëîâêà â ñîñòîÿíèè qs îáîçðåâàåò
ÿ÷åéêó â ñîñòîÿíèè ai, òî â ïåðâîì ñëó÷àå îíà ìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå
íà qt, à ÿ÷åéêè íà aj , âî âòîðîì ñëó÷àå � ñâîå ñîñòîÿíèå íà qt è
ñäâèãàåòñÿ âëåâî è, íàêîíåö, â òðåòüåì � âïðàâî.

Êîíå÷íûé íàáîð êîìàíä îáðàçóåò ïðîãðàììó.
Ñîñòîÿíèå ìàøèíû T � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé

ai1 , ..., air ÿ÷ååê ëåíòû, ñîñòîÿíèå âíóòðåííåé ïàìÿòè gs ãîëîâêè
è íîìåð k âîñïðèíèìàåìîé (÷èòàåìîé) ÿ÷åéêè â ñîñòîÿíèè aik .

Ñîñòîÿíèå ìàøèíû T çàïèñûâàåì â âèäå

ai1 ...aik−1qsaik ...air (4.4)

è íàçûâàåì ìàøèííûì ñëîâîì m â àëôàâèòå A ∪ Q. Ñèìâîë gs
ìîæåò áûòü ñàìûì ëåâûì, íî íå ìîæåò áûòü ñàìûì ïðàâûì â ìà-
øèííîì ñëîâå, òàê êàê ñïðàâà îò íåãî äîëæíî áûòü ñ÷èòûâàåìîå
ñîñòîÿíèå ÿ÷åéêè.

Ïîä âîçäåéñòâèåì ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ìàøèíû, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ïåðåäåëêîé èñõîäíîãî ìàøèííîãî ñëî-
âà

m → m(1) → ... → m(p).

4.3.1. Âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íà ìàøèíå
Òüþðèíãà-Ïîñòà

Ïóñòü m ìàøèííîå ñëîâî â àëôàâèòå A ∪ Q ìàøèíû T. Âû÷åðê-
íåì èç ñëîâà m áóêâó a0 è áóêâû èç Q. Ïîëó÷àåì ðåäóöèðîâàííîå
ñëîâî [m].

Ðåäóöèðîâàííîå ñëîâî [m] ïåðåðàáàòûâàåòñÿ ìàøèííîé T â (ðå-
äóöèðîâàííîå) ñëîâî b, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììû P è íåêî-
òîðîãî p

q1a0[m] → (q1a0[m])(1) → ... → (q1a0[m])(p)

è
q0 ∈ (q1a0[m])(p), b = [(q1a0[m])(p)].
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Ñèìâîëè÷åñêè ôàêò ïåðåðàáîòêè ñëîâà [m] çàïèñûâàåì â âèäå

b = P([m)]).

Åñëè íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî p íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

q0 ∈ (q1a0[m])(p),

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàøèíà íåïðèìåíèìà ê ñëîâó [m]. Â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæåíèå P([m)] ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

Ïóñòü f(r) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñëîâàõ ðåäóöèðîâàííî-
ãî àëôàâèòà [A] = {a1, ..., am}. Åñëè äëÿ êàæäîãî ñëîâà r â ýòîì
àëôàâèòå

f(r) = P(r),

òî ãîâîðèì, ÷òî ìàøèíà T âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f .
Ìàøèííîå ïðåäëîæåíèå � ýòî âûðàæåíèå âèäà

a0r1a0r2a0...a0rt,

ãäå ri ñëîâà â ñëîâàðå [A].
Ïðîãðàììà P ïåðåðàáàòûâàåò ìàøèííîå ïðåäëîæåíèå â ðåäó-

öèðîâàííîå ñëîâî b, åñëè

q1a0r1a0r2a0...a0rt → (q1a0r1a0r2a0...a0rt)
(1) → ...

... → (q1a0r1a0r2a0...a0rt)
(p)

è

q0 ∈ (q1a0r1a0r2a0...a0rt)
(p), b = [(q1a0r1a0r2a0...a0rt])

(p)].

Ñèìâîëè÷åñêè
b = P(r1, r2, ..., rt).

Åñëè f(r1, ..., rt) � ÷àñòè÷íî ñëîâàðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñëîâàõ íåêîòîðîãî ðåäóöèðîâàííîãî àëôàâèòà
[A] = {a1, ..., am}, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f(r1, ..., rt) = P(r1, r2, ..., rt),

òî ãîâîðèì, ÷òî îíà âû÷èñëèìà íà ìàøèíå T.

Òåîðåìà 4.1. Âñå ÷àñòè÷íî ñëîâàðíûå ôóíêöèè, âû÷èñëèìûå íà
ìàøèíå Òüþðèíãà-Ïîñòà, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [26, c.228].

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ñóùå-
ñòâóåò âû÷èñëÿþùàÿ åå ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [26, c.230].
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4.3.2. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

Ïðèâåäåì ïðèìåðû âû÷èñëåíèé íà ìàøèíå Òüþðèíãà-Ïîñòà.
Ïîëàãàåì

A = {a0, 1}, Q = {q0, ..., qn}.
Ââîäèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âèäå ñëîâ
ñëîâàðÿ A

0 = 10 = a0, 1 = 11, 2 = 11 = 12, 3 = 111 = 13, ..., n = 1...1︸︷︷︸
n ðàç

= 1n, ...

Ïðèìåð 4.4. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ f(n) = n+ 1.
Íà÷àëüíîå ìàøèííîå ñëîâî m = q1a01na0. Ýòî ÷èñëî n.
Ïðîãðàììà P

q1a0 → q2R, q21 → q2R, q2a0 → q31, q31 → q3L, q3a0 → q0a0.

Âû÷èñëåíèå

q1a01
na0 → a0q21

na0 → ... → a01
nq2a0 → a01

nq31 → a01
n−1q31

2 → ...

... → a0q31
n+1 → q3a01

n+1 → q0a01
n+1 (stop).

Ìàøèííîå ñëîâî q0a01n+1 � ýòî ÷èñëî n+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

n+ 1 = 1n+1 = P(1n)

èëè
f(n) = n+ 1.

Ïðèìåð 4.5. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ g(n,m) = n+m.
Íà÷àëüíîå ìàøèííîå ñëîâî m = q1a01na01ma0. Ýòî ïàðà ÷èñåë

(n,m).
Ïðîãðàììà P

q1a0 → q2R, q21 → q2R, q2a0 → q31, q31 → q3R, q3a0 → q4L,

q41 → q5a0, q5a0 → q6L, q61 → q6L, q6a0 → q0a0.

Âû÷èñëåíèå

q1a01
na01

ma0 → a0q21
na01

ma0 → ... → a01
nq2a01

ma0 →
→ a01

nq31
m+1a0 → ... → a01

n+m+1q3a0 → q31
n+mq41a0 →

→ q31
n+mq5a0 → a01

n+m−1q61a0 → ... → a0q61
n+ma0 →

→ q6a01
n+ma0 → q0a01

n+ma0 (stop).

Ìàøèííîå ñëîâî q0a01n+ma0 � ýòî ÷èñëî n+m. Ñëåäîâàòåëüíî,

n+m = 1n+m = P(1n+m)

èëè
g(n,m) = n+m.
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4.3.3. Òåçèñ Òüþðèíãà

Âñïîìèíàÿ òåçèñ ×�åð÷à, åñòåñòâåííî ïðîâåñòè ñëåäóþùåå ðàññóæ-
äåíèå: åñëè âû÷èñëèìûå ôóíêöèè � ýòî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå, à
ïîñëåäíèå âû÷èñëÿþòñÿ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà-Ïîñòà, òî íå ñîäåð-
æèòñÿ ëè â ýòîì ðàññóæäåíèè îòâåò íà òî, ÷òî òàêîå âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ. Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå õîòåëîñü áû ñäåëàòü, íî êîòîðîå
íå ïîääåðæèâàåòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì, � ýòî [8, c.266]

Òåçèñ Òüþðèíãà. Âñå âû÷èñëèìûå ÷àñòè÷íûå ôóíê-
öèè âû÷èñëÿþòñÿ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà-Ïîñòà.

4.3.4. Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà
Òüþðèíãà-Ïîñòà

Ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà
ìîæåò ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ âõîäíûõ äàííûõ âû÷èñ-
ëèòü ëþáóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëèìà íà êàêîé-ëèáî ìàøèíå
Òüþðèíãà-Ïîñòà.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ ó÷åòîì òåçèñà Òüþðèíãà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà ñïîñîáíà âû÷èñëèòü ëþ-
áóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ. Äîêàçàíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà
Òüþðèíãà-Ïîñòà ñóùåñòâóåò.

4.4. Àëàí Òüþðèíã

Àëàí Ìàòèñîí Òüþðèíã (23.6.1912-7.6.1954) � àíãëèéñêèé èíæå-
íåð è ìàòåìàòèê. ×ëåí Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà (1951).
Ðîäèëñÿ â Ëîíäîíå. Îêîí÷èë Êåìáðèäæñêèé óíèâåðñèòåò (1935).
Ðàáîòàë ñíà÷àëà òàì æå. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Òüþðèíãà â îñ-
íîâíîì ïîñâÿùåíû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è âû÷èñëèòåëüíûì ìà-
øèíàì. Êðîìå òîãî, åìó ïðèíàäëåæàò îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû â îá-
ëàñòè àïïðîêñèìàöèè ãðóïï Ëè êîíå÷íûìè ãðóïïàìè è â âû÷èñëå-
íèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Â 1936 ãîäó Òüþðèíã âûÿñíèë ñâÿçü îá-
ùåðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ñ îáùèìè èäåÿìè ¾âû÷èñëèìîñòè¿ è ¾âû-
âîäèìîñòè¿. Èñïîëüçóÿ ñõåìó àáñòðàêòíîé ìàøèíû, äîêàçàë ðÿä
âàæíûõ äëÿ êèáåðíåòèêè ïîëîæåíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè.
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Âî âðåìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû çàíèìàëñÿ ýëåêòðîíèêîé, ïîçä-
íåå âîçãëàâèë ðàáîòó ïî ñîçäàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí â Íà-
öèîíàëüíîé ôèçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè â Òàääèíãòîíå. Îäíàêî åãî
ïðîåêò ¾àâòîìàòè÷åñêîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà¿ (Automatic
Computing Engine � ACE), çàêîí÷åííûé â 1946 ãîäó, áûë ïðèçíàí
èçëèøíå ñàìîíàäåÿííûì è íå ïîëó÷èë îäîáðåíèÿ. Ïî ñóòè, ýòà ðàç-
ðàáîòêà ñîäåðæàëà ïåðâîå ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîìïüþòåðà â ñîâðå-
ìåííîì ïîíèìàíèè ýòîãî ñëîâà 3.

Â Ìàí÷åñòåðå â 1951 ãîäó â ðåçóëü-

Ðèñ. 4.2: À.Òüþðèíã
(1912-1954).

òàòå ðàçâèòèÿ ïðîåêòà MADAM ââîäèò-
ñÿ â äåéñòâèå îäèí èç ïåðâûõ â ìèðå
ïîëíîñòüþ ðàáîòîñïîñîáíûõ êîìïüþòå-
ðîâ Ferranti Mark 1, è Òüþðèíã íà÷èíà-
åò ïåðâûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-
òû ïî íåëèíåéíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ôîð-
ìîîáðàçîâàíèÿ ó ðàñòåíèé è ðàêîâèí. Îí
ïèøåò ðàáîòó ïî âîïðîñàì ìîðôîãåíåçà �
íàó÷íîìó íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó
ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè â ðàçâè-
òèè ôîðì æèâûõ ñóùåñòâ.

Êîíå÷íî, ðàñ÷åò êîíôèãóðàöèè öâåò-
êà áûë íå åäèíñòâåííîé è íå ãëàâíîé
çàäà÷åé, âûïîëíÿâøåéñÿ íà ¾Ìàðêå 1¿.
Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò îí áûë èñïîëüçî-

âàí ïðè ñîçäàíèè àíãëèéñêîé àòîìíîé áîìáû. Ñîõðàíèëèñü ñâèäå-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî Òüþðèíã ïðîâîäèë íà íåì è ¾íåñàíêöèîíèðîâàí-
íûå¿ âû÷èñëåíèÿ. ×òî åùå ñ÷èòàë ¾Ìàðê¿ � èçâåñòíî òîëüêî åìó
è Òüþðèíãó. Âîçìîæíî, ýòî áûëè ðàáîòû äëÿ ïðàâèòåëüñòâåííîãî
Äåïàðòàìåíòà êîäîâ GCHQ (Government Code unit) � îðãàíèçàöèè,
ïðîäîëæàâøåé ðàáîòû ïî äåøèôðîâêå, íà÷àòûå âî âðåìÿ âîéíû â
Áëå÷ëè. C ýòîé îðãàíèçàöèåé Òüþðèíã íå ïðåêðàùàë ñîòðóäíè÷å-
ñòâî. Íà ýòîò ðàç â öåíòðå âíèìàíèÿ GCHQ áûëè øèôðû ñîâåòñêîé
ðåçèäåíòóðû â Àíãëèè. Íî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-
ïåðèìåíòû êàñàëèñü ðàííèõ ¾äåòñêèõ¿ óâëå÷åíèé Òüþðèíãà: â ýòîò
ïåðèîä îí ðàçðàáàòûâàåò êâàíòîâóþ òåîðèþ ñïèíîðîâ � êîìïîíåí-
òîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � è ðàáîòàåò íàä íåêîòîðûìè âîïðîñàìè
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òîãäà æå îí ïðîÿâëÿåò ñåðüåçíûé èíòå-
ðåñ ê ìåòîäèêå ïñèõîàíàëèçà Þíãà è çàïèñûâàåò âñå ñâîè ñíû. Ýòè
çàïèñè íå ñîõðàíèëèñü.

8 èþíÿ 1954 ãîäà Àëàí Ìàòèñîí Òüþðèíã, êàâàëåð îðäåíà Áðè-
3Ïî ñòàòüå Äàëèäîâè÷à Ã. Çàìåòêè îá èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå: ßá-

ëîêî Òüþðèíãà. � http://www.russ.ru/netcult/20001220.html
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òàíñêîé èìïåðèè, ÷ëåí Êîðîëåâñêîãî ó÷åíîãî îáùåñòâà, ìàòåìàòèê,
ìíîãèå ðàáîòû êîòîðîãî áûëè ïîíÿòû òîëüêî â 70-õ ãîäàõ <..>, áûë
íàéäåí ìåðòâûì â ïîñòåëè ó ñåáÿ äîìà â Âèëìñëîó. Ïî ïîëèöåéñêî-
ìó îò÷åòó, ïðåäïîëîæèòåëüíî çà äåíü äî ýòîãî îí ïðèíÿë öèàíè-
ñòûé êàëèé. Òüþðèíãó áûë 41 ãîä. Ðÿäîì áûëî íàéäåíî íàäêóñàí-
íîå ÿáëîêî, íà êîòîðîå áûë íàíåñåí öèàíèä. Îí èñïîëüçîâàë ýòîò
ðåàêòèâ â îïûòàõ ïî ýëåêòðîëèòè÷åñêîìó íàíåñåíèþ ïîêðûòèÿ íà
ëîæêè. Õèìè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû áûëè åãî ëþáèìûì óâëå÷åíèåì
ñ äåñÿòèëåòíåãî âîçðàñòà.

Îäíî èõ ñòèõîòâîðåíèé Òüþðèíãà:

Hyperboloids of wondrous Light
Rolling for aye through Space and Time
Harbour those waves which somehow Might
Play out God's holy pantomime.

Ïåðåâîä 1.

Óäèâèòåëüíûé ñâåò íå ïðåêðàùàåò âåêîâûõ ñêèòàíèé,
Ïðîíçàÿ ïðîñòðàíñòâà çàâåñû.
Ïðèìè åãî, è îí, áûòü ìîæåò, îòêðîåò ñöåíàðèé
Áîæåñòâåííîé ïüåñû.

Ïåðåâîä 2.

Ñâåðêàþùèé ñâåòà ïîòîê
Íå îñòàíîâèò ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ.
Çàìûñåë ñâîåé ïüåñû îòêðîåò Áîã
Òîìó, êòî ïðèìåò çíàíèÿ áðåìÿ (èëè ïîòîê ñåé â òåìÿ).

4.5. Ýìèëü Ïîñò

Ýìèëü Ëåîí Ïîñò ðîäèëñÿ â Ïîëüøå â 1897 ã. Â âîçðàñòå ñåìè
ëåò åãî ðîäèòåëè ýìèãðèðîâàëè â Íüþ-Éîðê 4.

As a child growing up in Harlem, Post was especially interested
in astronomy. Tragically, before age thirteen he lost his left arm
in an accident. Post wrote to several observatories asking whether
his handicap would exclude him from the profession of astronomy.
While the response from Harvard College Observatory was encouraging
("there is no reason why you may not become eminent in astronomy"),
the superintendent of the U.S. Naval Observatory wrote that "in my
opinion the loss of your left arm would be a very serious handicap
to your becoming a professional astronomer. In observational work

4Ïî ìàòåðèàëàì ñàéòà ¾Emil Leon Post Papers¿:
http://www.amphilsoc.org/library/browser/p/post.htm
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with instruments the use of both hands is necessary in all the work
of this observatory."Discouraged, Post turned his intellect away from
the heavens and toward mathematics.

After graduating from Townsend Harris

Ðèñ. 4.3: Ý.Ë. Ïîñò
(1897-1954).

High School, Post entered City College
of New York. By the time he received a
B.S. in mathematics in 1917, Post had
already done much of the work for a
paper on generalized di�erentiation that
was eventually published in 1930. From
1917-1920 Post was a graduate student
at Columbia University. His doctoral
dissertation involved the mathematical
study of systems of logic, speci�cally the
application of the truth table method to
the propositional calculus of Whitehead
and Russell's Principia Mathematica. Post
was able to show that the axioms of
propositional calculus were both complete
and consistent with respect to the truth
table method. This dissertation was to help

form the foundation of modern proof theory.
Post spent the 1920-1921 academic year at Princeton on a post-

doctoral fellowship. It was during this period that he continued
to analyze the Principia Mathematica and began to grapple with
a revolutionary idea that would become famous in the 1930s: the
fundamental incompleteness of any formal logic. Unfortunately for
Post, his early formulations were fragmentary and as he struggled to
work them out, Kurt Godel, who had no knowledge of Post's work,
announced his landmark "incompleteness theorem"in 1931.

In 1936 Post contributed a paper to the �rst issue of the Journal of
Symbolic Logic entitled "Finite Combinatory Processes � Formulation
I."This paper had much in common with Alan Turing's work on
a universal computing machine. While Turing's work described the
mechanics of such a machine, Post focused on the instructions, or
"software,"that would make the machine work. Post was able to
prove that all computational processes could be reduced to a set of
instructions that manipulated two symbols, "0"and "1."

Ïîñò áîðîëñÿ ñ ìàíèàêàëüíîé äåïðåññèåé â òå÷åíèå âñåé ñâîåé
æèçíè. Â 1954 ãîäó Ïîñò óìåð îò èíôàðêòà, íàñòèãøåãî åãî ïîñëå
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ýëåêòðîøêîêîâîé òåðàïèè â íüþ-éîðêñêîé áîëüíèöå.

4.6. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

Àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî (÷èñëî øàãîâ) îãðàíè÷åíà ïîëè-
íîìîì îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì.

Ïðèìåð 4.6. (Æàäíûé àëãîðèòì). Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
X, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ, íåêîòîðîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ X ⊂
2X è (âåñîâóþ) ôóíêöèþ w : X → [0,+∞).

Ïóñòü

w(A) = max
B∈A

w(B), w(B) =
∑

b∈B⊂X

w(b).

Àëãîðèòì, êîòîðûé â óêàçàííîì ñåìåéñòâå X âûáèðàåò ïîäìíîæåñòâî A
ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì (âåñîì) w(A), íàçûâàåòñÿ æàäíûì.

Æàäíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì; êîëè÷åñòâî åãî øàãîâ ñî-

ñòàâëÿåò O(n).

Ïðèìåð 4.7. (Ïîëíûé ïåðåáîð). Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

X = {a1, ..., an}, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ, è ïðåäèêàò P (x1, ..., xn).

Ýòîò ïðåäèêàò íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò.å. P (..., x, ..., y, ...) ̸=
P (..., y, ..., x, ...). Òðåáóåòñÿ íàéòè íàáîð ýëåìåíòîâ (ai1 , ..., ain ) òàêîé, ÷òî

P (ai1 , ..., ain ) = ⊤. Ñàìîå ïðîñòîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè (ai1 , ..., ain ) èç n ýëåìåíòîâ ñ

ïðîâåðêîé èñòèííîñòè ïðåäèêàòà íà íèõ. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ïåðåñòà-

íîâîê ðàâíî n!. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ïîëíîãî

ïåðåáîðà O(n!). Ïîñêîëüêó n! ðàñòåò ñ ðîñòîì n áûñòðåå ëþáîãî ïîëèíîìà

ñòåïåíè n è áûñòðåå, ÷åì 2n, òî äàííûé àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâ-

íûì.

4.7. Àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå

ïðîáëåìû

Ðàññìîòðèì ìàññîâóþ çàäà÷ó, ò.å. êëàññ Π îäíîòèïíûõ, ïîõîæèõ
êîíêðåòíûõ çàäà÷. Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ ìàññîâîé çàäà÷è íàéäåí àë-
ãîðèòì5, ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó, òî î çàäà÷å ãîâîðÿò êàê îá àëãî-
ðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé ïðîáëåìå.

5Ýòîò àëãîðèòì íàõîäèò ðåøåíèå äëÿ ëþáîé çàäà÷è èç Π.
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Âñÿêàÿ ëè çàäà÷à ìîæåò ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãî-
ðèòìà? Èíà÷å ãîâîðÿ, âñÿêàÿ ëè ïðîáëåìà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðå-
øèìà? Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà îãîâà-
ðèâàåòñÿ, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä àëãîðèòìîì. Êàê ìû çíàåì, àëãîðèòì
è ñâÿçàííîå ñ íèì ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè � ýòî èíòóèòèâíûå
ïîíÿòèÿ. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû çàÿâèòü, ÷òî êàêàÿ-òî ïðîáëåìà
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, î êàêîì îïðå-
äåëåíèè àëãîðèòìà ïðè ýòîì èäåò ðå÷ü.

Â ñèëó òåçèñà Òüþðèíãà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîä àëãîðèòìîì
ïîíèìàåòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà-Ïîñòà, à íà îñíîâàíèè òåçèñà ×�åð÷à
ñëåäóåò ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íî ðå-
êóðñèâíîé ôóíêöèè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè äîêàçàòü, ÷òî ðå-
øåíèå çàäà÷è äàåòñÿ ôóíêöèåé, íå ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóð-
ñèâíîé, òî òàêóþ çàäà÷ó èìååò ñìûñë îáúÿâèòü àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìîé.

Ñóùåñòâóþò ëè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå ïðîáëåìû (â
óêàçàííîì âûøå ñìûñëå)? Äà, òàêèå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêàì
èçâåñòíû. Òàêîâûìè ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîáëåìà äîêàçàòåëü-
ñòâà îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ (òåîðåìà
×�åð÷à), ïðîáëåìà ñàìîïðèìåíèìîñòè ìàøèí Òüþðèíãà è ïðîáëåìà
îñòàíîâà ìàøèíû Òüþðèíãà [34]. Áîëüøîé ñïèñîê àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì äàí â êíèãå [39].



Ãëàâà 5

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ

5.1. Ïîíÿòèå î ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

Ñëîæíîñòü � ýòî ñïîñîá ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ. Èõ ñðàâíèâàþò ïî
êîëè÷åñòâó íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà øàãîâ (âðå-
ìåííàÿ ñëîæíîñòü) è ïî îáúåìó ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà (�åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòü).

Äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà T, âû÷èñëÿþùåé (ñëîâàðíóþ) ôóíêöèþ
f(x), âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ tT(x), ðàâíàÿ ÷èñëó øà-
ãîâ ìàøèíû, ñîâåðøåííûõ ïðè âû÷èñëåíèè f(x), åñëè f(x) îïðåäå-
ëåíî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå tT(x) ñ÷èòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì).

Ïóñòü sT(x) ðàâíî ÷èñëó ÿ÷ååê íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà,
çàäåéñòâîâàííûõ ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè f(x) (åñëè f(x) îïðå-
äåëåíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîïðåäåëåííûì ñ÷èòàåòñÿ è sT(x)).
Ôóíêöèÿ sT(x) íàçûâàåòñÿ åìêîñòíîé (ëåíòî÷íîé) ñëîæíîñòüþ.

Òîãäà [34, c.77]:
sT(x) ≤ |x|+ tT(x),

tT(x) ≤ |Q|s2T(x)|A|sT(x),

ãäå |x| �äëèíà ñëîâà x, |Q|, |A| � ìîùíîñòè âíóòðåííåé è âíåøíåé
ïàìÿòè (àëôàâèòà).

Ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ñëîæíîñòè (ïî õóäøåìó ñëó÷àþ)

tT(n) = max
x, |x|=n

tT(x),

94
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êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò âðåìåííûå çàòðàòû ìàøèíû íà âû÷èñëåíèÿ
ñëîâ äëèíû n.

5.2. Êëàññû çàäà÷ P è NP

Ñëîæíîñòü çàäà÷è îöåíèâàþò, êàê ïðàâèëî, ñ òî÷êè çðåíèÿ çàòðà-
òû âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî ìàøèíå Òüþðèíãà-Ïîñòà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû âû÷èñëèòü ôóíêöèþ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

5.2.1. Êëàññ çàäà÷ P

Ðàññìîòðèì ìàññîâóþ çàäà÷ó, ïîä êîòîðîé â äåéñòâèòåëüíîñòè èìå-
þò â âèäó êëàññ Π îäíîòèïíûõ çàäà÷, ñîñòîÿùèé èç áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà èíäèâèäóàëüíûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è îïèñûâàåìûé ñîâîêóï-
íîñòüþ ïàðàìåòðîâ. Êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å Z ∈ Π îòâå÷àåò
ñâîé íàáîð ïàðàìåòðîâ. Îòíîñèòåëüíî êàæäîé çàäà÷è ñòàâèòñÿ âî-
ïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé èìååò âèä ¾ÄÀ¿ èëè ¾ÍÅÒ¿. Íàïðèìåð,
íàñ èíòåðåñóåò, îáëàäàþò ëè ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ñâîé-
ñòâîì X.

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Π ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ íà
ìàøèíå Òüþðèíãà-Ïîñòà íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñ êëàññîì Π ñâÿçàíà ñèñòåìà êîäèðîâàíèÿ
α, êîòîðàÿ êàæäîé çàäà÷å Z ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî α(Z) â
íåêîòîðîì àëôàâèòå. Ðàçìåð çàäà÷è Z � ýòî äëèíà ñëîâà |α(Z)|.
Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà T ðåøàåò çàäà÷è êëàññà Π è

tT(n) = max
Z, |α(Z)|=n

tT(α(Z))

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü (ïî õóäøåìó ñëó÷àþ).
Ãîâîðÿò, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà T ðåøàåò çàäà÷ó Π çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè

tT(n) = O(p(n))

äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà p(n). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ.1

1Ê ýêñïîíåíöèàëüíûì îòíîñÿò, íàïðèìåð, îöåíêè âèäà O(nlog2 n).



96 Ãëàâà 5. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Êëàññ çàäà÷ Π íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà T, ðåøàþùàÿ çàäà÷è z ∈ Π çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ñîâîêóïíîñòü (êëàññîâ) çàäà÷, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, íàçûâàåì êëàññîì çàäà÷ P.

5.2.2. Êëàññ çàäà÷ NP

Ìàññîâàÿ çàäà÷à Π ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, åñëè â ñëó÷àå îòâåòà
¾ÄÀ¿ äëÿ çàäà÷è Z ∈ Π ñóùåñòâóåò ñëîâî c(Z) äëèíû O(p(|α(Z)|))
òàêîå, ÷òî çàäà÷à (Z, c(Z)) ïðèíàäëåæèò êëàññó P. Ñëîâî c(Z) íà-
çûâàåòñÿ óäîñòîâåðåíèåì, èëè äîãàäêîé, çàäà÷è Z. Åãî íàëè÷èå ïîç-
âîëÿåò ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è Z êëàññó P.

Ê ïðèìåðó, âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû A(X1, ..., Xn) ïðîâåðÿåò-
ñÿ, åñëè êðîìå ñàìîé ôîðìóëû äàí êîíêðåòíûé íàáîð ïåðåìåííûõ
X0

1 , ..., X
0
1 � äîãàäêà, ñïîñîáñòâóþùàÿ óñòàíîâëåíèþ âûïîëíèìîñòè

ôîðìóëû A.

5.2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà
Òüþðèíãà

Îïðåäåëèì êëàññ NP â òåðìèíàõ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû
Òüþðèíãà [34].

Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà nT � ýòî ìàøèíà
Òüþðèíãà ñ äîïîëíèòåëüíûì óãàäûâàþùèì ìîäóëåì (ÓÌ), êî-
òîðûé ñïîñîáåí çàïèñûâàòü íà ëåíòó ñëîâà èç âíåøíåãî àëôàâèòà
A, ê êîòîðîìó äîáàâëåí çíàê ðàçäåëà *.

Ïîñêîëüêó èçó÷àåòñÿ ìàññîâàÿ çàäà÷à, òî âíóòðåííèé àëôàâèò
Q ñîäåðæèò áóêâû qY è qN , ñîîòâåòñòâóþùèå îòâåòàì ¾ÄÀ¿ è
¾ÍÅÒ¿.

Ìàøèíà îñóùåñòâëÿåò ðàáîòó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ñòàäèÿ 1 (Óãàäûâàíèå). Íà ëåíòå çàïèñàíî ñëîâî α(Z) â
àëôàâèòå A � êîä çàäà÷è Z, íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì 1
(è âïðàâî). Ëåâåå, â ÿ÷åéêå 0, çàïèñàí çíàê ðàçäåëà *. ÓÌ,
ïðîñìàòðèâàÿ ÿ÷åéêó çà ÿ÷åéêîé, èäÿ âëåâî ïîñëå ÿ÷åéêè 0,
ïèøåò ïðîèçâîëüíîå ñëîâî c(Z). Åñëè ÓÌ îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî
ïðîèñõîäèò ïåðåõîä êî âòîðîé ñòàäèè ðàáîòû ìàøèíû. Ïðè
ýòîì èìååì ñîñòîÿíèå ìàøèíû

c(Z) ∗ q1α(Z). (5.1)
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• Ñòàäèÿ 2 (Ðåøåíèå). Íà ýòîé ñòàäèè ìàøèíà ðàáîòàåò êàê
îáû÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ñòàðòóÿ ñ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
(5.1). Åñëè ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îíà ïðèäåò ê ñîñòî-
ÿíèþ, ñîäåðæàùåìó qY , òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ïðèíèìàåò ñî-
ñòîÿíèå (5.1). Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ïðè-
íèìàåò ñëîâî α(Z), åñëè ñóùåñòâóåò ñëîâî c(Z) òàêîå, ÷òî
ìàøèíîé ïðèíèìàåòñÿ ñîñòîÿíèå (5.1).

Âðåìÿ ðàáîòû íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà nT�
ýòî ÷èñëî

tnT(Z) = t1(Z) + t2(Z),

åñëè ïðèíèìàåòñÿ ñëîâî α(Z).
Çäåñü
t1(Z) � âðåìÿ ðàáîòû íà 1-é ñòàäèè, ò.å. t1(Z) = |c(Z)|;
t2(Z) � âðåìÿ ðàáîòû íà 2-é ñòàäèè, ò.å. t2(Z) = tT(c(Z)∗α(Z)).
Ïóñòü

tnT(n) = max
Z,|α(Z)|=n

tnT(Z). (5.2)

Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ðåøàåò ìàññîâóþ çàäà÷ó
Π çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè

tnT(n) = O(p(n))

äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà p(n).

ÊëàññNP � ýòî ìíîæåñòâî çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùàÿ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ òå è òîëüêî òå ñëîâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èíäèâè-
äóàëüíûì çàäà÷àì ñ îòâåòîì ¾ÄÀ¿.

ßñíî, ÷òî
P ⊆ NP.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè çàäà÷à Π ∈ NP, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n)
òàêîé, ÷òî çàäà÷à Π ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ (äåòåðìè-
íèñòñêîãî) àëãîðèòìà ñî ñëîæíîñòüþ O(2p(n)), n � ðàçìåð çàäà-
÷è Π.

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [34].
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5.3. Î ïîíÿòèè ñëîæíîñòè

5.3.1. Òðè òèïà ñëîæíîñòè

Ñëîæíîñòü çàäàíèÿ (çàïèñè) îáúåêòà � ýòî êðàò÷àéøàÿ äëèíà
ïðîãðàììû, íàèìåíüøåå ÷èñëî êîìàíä, êîòîðîå äîëæíî áûòü ââå-
äåíî â èäåàëèçèðîâàííóþ ìàøèíó äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà ìîãëà ðå-
øèòü ëþáóþ çàäà÷ó íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷, ò.å. ïðåäúÿâèòü îáú-
åêò, ñ÷èòàþùèéñÿ åå ðåøåíèåì [1, c.50]. Êàê ïðàâèëî, â ýòîò êëàññ
âêëþ÷àþò îäíîòèïíûå çàäà÷è, ïîýòîìó òàêîé êëàññ çàäà÷ íàçûâà-
þò ìàññîâîé çàäà÷åé.

Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ ïðîãðàììà,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøàåòñÿ íåêîòîðàÿ ìàññîâàÿ çàäà÷à, ìîæåò
ïðèâåñòè ê áîëüøîìó îáúåìó âû÷èñëåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëåç-
íî ââåñòè ïîíÿòèå ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.Ê ïðèìåðó, ïîä ñëîæíî-
ñòüþ àëãîðèòìîâ òåîðèè ÷èñåë ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé è äåëåíèé áåç
îñòàòêà), íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé, ïðåäïèñàí-
íûõ àëãîðèòìîì [48, c.91].

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè òèïà ïîíÿòèÿ ¾ñëîæ-
íîñòü¿ [1, c.50]:

• Ñëîæíîñòü çàäàíèÿ (îïèñàíèÿ) îáúåêòà.

• Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ (ôóíêöèîíèðîâàíèÿ).

• Êîíñòðóêòèâíî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü.

Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ñâÿçàíî ñ íàìåðåíèåì èçìåðÿòü
ñëîæíîñòü ïîñðåäñòâîì ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò. Î÷åâèäíî, çäåñü
ïðîñìàòðèâàåòñÿ èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ôè-
çè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé, ïîñòðîåíèåì, ñîçäàíèåì îáúåêòà, ñëîæíîñòü
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ.

5.3.2. ×åòûðå êàòåãîðèè ÷èñåë
ïî Êîëìîãîðîâó

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïîíÿòèå ñëîæíîñòè âõîäèò ÷èñëîâàÿ
õàðàêòåðèñòèêà (äëèíà ïðîãðàììû, ÷èñëî îïåðàöèé è ò.ä.). Èçó÷àÿ
ýòó ñòîðîíó ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè, À.Í.Êîëìîãîðîâ ïðèøåë ê ïðåä-
ñòàâëåíèþ î íàëè÷èè ÷åòûðåõ êàòåãîðèé ÷èñåë: ìàëûõ, ñðåäíèõ,
áîëüøèõ è ñâåðõáîëüøèõ [15]:
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• ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ìàëûì, åñëè ïðàêòè÷åñêè (äëÿ ÷åëîâå-
êà èëè ìàøèíû) âîçìîæíî ïåðåáðàòü âñå ðåëåéíî-êîíòàêòíûå
ñõåìû èç n ýëåìåíòîâ, èëè ðàâíî, âûïèñàòü äëÿ íèõ âñå ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì áóëåâû ôóíêöèè (ñì. � 1.1.5)2.

• ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì, åñëè ïåðåáðàòü âñå ñõåìû íåâîç-
ìîæíî, íî ìîæíî ïåðåáðàòü ñàìè ýëåìåíòû èëè (÷òî ïîñëîæ-
íåå!) âûðàáîòàòü ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé (ìåòîê) äëÿ ëþáîé ñõå-
ìû èç n ýëåìåíòîâ.

• ×èñëî n � áîëüøîå, åñëè íåâîçìîæåí ïåðåáîð è òàêîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ, íî âîçìîæíî óñòàíîâèòü ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé äëÿ
ýòèõ ýëåìåíòîâ.

• Åñëè è ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, òî ÷èñëî n � ñâåðõáîëüøîå.

Ê ìàëûì ÷èñëàì Ñ.Í.Êîëìîãîðîâ îòíîñèò, íàïðèìåð, 3, à ê
ñðåäíèì � 1000. ×èñëî âèäèìûõ çâåçä íà íåáå � ýòî áîëüøîå ÷èñëî:
èõ íåëüçÿ ïåðåáðàòü, íî âñå îíè ïåðå÷èñëåíû â çâåçäíîì êàòàëîãå
ñ ïîìîùüþ âûðàáîòàííîé ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé (ìåòîê).

5.3.3. Òåçèñ Êîëìîãîðîâà

ßñíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà âíîñèò êîððåêòèâû â ýòó êëàñ-
ñèôèêàöèþ ÷èñåë ïî Êîëìîãîðîâó. ×èñëî 5, íå ìàëîå äëÿ ÷åëîâå-
êà3, ÿâëÿåòñÿ ìàëûì äëÿ ÝÌÂ. Íî ýòî íå îòìåíÿåò ïðèíöèïèàëüíî-
ãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ÷èñëàìè â ÷åòûðåõ êàòåãîðèÿõ ÷èñåë. Ïî ìíå-
íèþ Ñ.Í.Êîëìîãîðîâà, îáúåì ïàìÿòè æèâîãî ñóùåñòâà è ìàøèíû
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíèìè ÷èñëàìè, à ìíîãèå ïðîáëåìû, ðåøåíèå
êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåò ïðîñòîé (ïîëíûé) ïåðåáîð, � áîëüøèìè.

Òåçèñ Êîëìîãîðîâà. Ïðîáëåìû, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü ðåøåíû áåç áîëüøîãî ïåðåáîðà, îñòàíóòñÿ çà ïðå-
äåëàìè âîçìîæíîñòåé ìàøèíû íà ñêîëü óãîäíî âûñî-
êîé ñòóïåíè ðàçâèòèÿ òåõíèêè è êóëüòóðû.

Ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè ïðîáëåìû,
êîòîðûå ñòàâÿòñÿ è ðåøàþòñÿ áåç íåîáõîäèìîñòè áîëüøîãî ïåðåáî-
ðà? ßâëÿåòñÿ ëè òàêîé ïðîáëåìîé ñîçäàíèå æèâûõ ñóùåñòâ? Òàêèå

2Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 22

n
.

3×èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé îò 5 ïåðåìåííûõ ðàâíî 22
5
= 2564.
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ïðîáëåìû äîëæíû ïðåæäå âñåãî èíòåðåñîâàòü êèáåðíåòèêîâ, èáî
îíè ðåàëüíî ðàçðåøèìû. Èç àíàëèçà À.Í.Êîëìîãîðîâà âûòåêàåò,
÷òî íåò ïðåïÿòñòâèé äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîöåííûõ æèâûõ ñóùåñòâ,
ïîñòðîåííûõ ïîëíîñòüþ íà äèñêðåòíûõ (öèôðîâûõ) ìåõàíèçìàõ ïå-
ðåðàáîòêè èíôîðìàöèè è óïðàâëåíèÿ. ¾Ïðè àíàëèçå ÿâëåíèé æèç-
íè ñóùåñòâåííà íå äèàëåêòèêà áåñêîíå÷íîãî, à äèàëåêòèêà áîëüøî-
ãî ÷èñëà (÷èñòî àðèôìåòè÷åñêàÿ êîìáèíàöèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ýëå-
ìåíòîâ ñîçäàñò è íåïðåðûâíîñòü è íîâûå êà÷åñòâà!)¿ [15].

¾Ýâîëþöèÿ íèêîãäà áû íå ïðîèçîøëà, åñëè áû çàäà÷à ïåðåäà÷è
îïðåäåëåííûõ ñâîéñò ïåðâûõ, ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñðåä îáèòàíèÿ íå
áûëà áû ëåãêî îáðàáàòûâàåìîé (ò.å. âû÷èñëèìîé â òå÷åíèå ðàçóì-
íîãî ïåðèîäà âðåìåíè)¿ [7, c.199].

5.4. À.Í. Êîëìîãîðîâ

¾Êîëìîãîðîâ Àíäðåé Íèêîëàåâè÷

Ðèñ. 5.1: À.Í.Êîëìîãîðîâ
(1903-1987).

[ð.12(25).4.1903, Òàìáîâ], ñîâåòñêèé
ìàòåìàòèê, àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ
(1939), Ãåðîé Ñîöèàëèñòè÷åñêîãî
Òðóäà (1963). Îêîí÷èë Ìîñêîâñêèé
óíèâåðñèòåò (1925), ñ 1931 ïðîôåñ-
ñîð òàì æå. Íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü
íà÷àë â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé
äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ãäå
åìó ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå
ðàáîòû ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿ-
äàì, òåîðèè ìåðû, òåîðèè ìíîæåñòâ,
òåîðèè èíòåãðàëà, òåîðèè ïðèáëèæå-
íèÿ ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì Ê. âíåñ
ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçðàáîòêó
êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêè, òîïîëîãèè
(ãäå èì ñîçäàíà òåîðèÿ âåðõíèõ
ãîìîëîãèé), ìåõàíèêè (òåîðèÿ

òóðáóëåíòíîñòè), òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà. Îñíîâîïîëàãàþùåå çíà÷åíèå èìåþò ðàáîòû Ê.
â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ãäå îí âìåñòå ñ À.ß.Õèí÷èíûì
íà÷àë (ñ 1925) ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî
ïåðåìåííîãî. Ýòî ïîçâîëèëî åìó ðåøèòü ðÿä òðóäíûõ ïðîáëåì
è ïîñòðîèòü øèðîêî èçâåñòíóþ ñèñòåìó àêñèîìàòè÷åñêîãî îáîñ-
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íîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (1933), çàëîæèòü îñíîâû òåîðèè
ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïîçä-
íåå Ê. ðàçâèë (ïðèìûêàÿ ê èññëåäîâàíèÿì À.ß.Õèí÷èíà) òåîðèþ
ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðîöåññîâ ñî ñòàöèîíàðíûìè
ïðèðàùåíèÿìè, âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Ê. âíåñ âàæíûé âêëàä â
òåîðèþ èíôîðìàöèè. Åìó ïðèíàäëåæàò èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè
ñòðåëüáû, ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì êîíòðîëÿ ìàññîâîé ïðîäóêöèè,
ïðèìåíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â áèîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèíãâèñòèêå <..> Ê. ïðèíèìàåò äåÿòåëüíîå ó÷àñòèå â ðàçðàáîò-
êå âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñðåäíåé øêîëå è
â óíèâåðñèòåòàõ. Ê. ñîçäàë áîëüøóþ øêîëó â îáëàñòè òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ôóíêöèé. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ àêàäåìèêè
ÀÍ ÑÑÑÐ À.È.Ìàëüöåâ, Ì.Ä.Ìèëëèîíùèêîâ, Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé,
Þ.Â.Ïðîõîðîâ, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòû ÀÍ ÑÑÑÐ È.Ì.Ãåëüôàíä,
À.Ñ.Ìîíèí, àêàäåìèê ÀÍ ÓÑÑÐ Á.Â.Ãíåäåíêî, àêàäåìèê ÀÍ
Óçáåêñêîé ÑÑÐ Ñ.Õ.Ñèðàæäèíîâ, ëàóðåàòû Ëåíèíñêîé ïðåìèè
È.Â.Àðíîëüä4, Þ.À.Ðîçàíîâ è äð. Èíîñòðàííûé ÷ëåí Ïàðèæñêîé
ÀÍ, Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, ðÿäà äð. çàðóáåæíûõ
àêàäåìèé (â Íèäåðëàíäàõ, Ïîëüøå, Ðóìûíèè, ÑØÀ), íàó÷íûõ
ó÷ðåæäåíèé è îáùåñòâ. Ìåæäóíàðîäíàÿ ïðåìèÿ Áàëüçàíà (1963),
Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ ÑÑÑÐ (1941), Ëåíèíñêàÿ ïðåìèÿ (1965).
Íàãðàæäåí 6 îðäåíàìè Ëåíèíà, îðäåíîì Òðóäîâîãî Êðàñíîãî
Çíàìåíè è ìåäàëÿìè¿5

4Â íàñòîÿùåå âðåìÿ È.Â.Àðíîëüä � àêàäåìèê ÐÀÍ.
5Á.Â.Ãíåäåíêî. Êîëìîãîðîâ Àíäðåé Íèêîëàåâè÷. Áîëüøàÿ Ñîâåòñêàÿ

Ýíöèêëîïåäèÿ.
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Àëãîðèòìû ðåàëüíîñòè

Âû÷èñëåíèå � ýòî âñåãäà âû÷èñëåíèå ôóíêöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî íà óíèâåðñàëüíîé ìàøèíå Òüþðèíãà-Ïîñòà. Äî ñèõ ïîð
ìû ïîä âû÷èñëåíèåì ïîíèìàëè àáñòðàêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðî-
öåäóðó, îñóùåñòâëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì àáñòðàêòíîé ìàøèíû. Ìîæ-
íî ëè ñïðîåöèðîâàòü òåîðèþ, èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ,
íà ðåàëüíóþ æèçíü? Òî÷íåå, íàñ èíòåðåñóåò, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü
òàêîé ôèçè÷åñêèé êîìïüþòåð, êîòîðûé ñïîñîáåí, èñïîëüçóÿ íåêîòî-
ðûé àëãîðèòì è ðàáîòàÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììå, äàâàòü â
ïîëíîì îáúåìå ÷åëîâåêó îùóùåíèå ïðåáûâàíèÿ â íåêîòîðîé ôèçè-
÷åñêîé ðåàëüíîñòè? Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå â òàêîì ñëó÷àå ãî-
âîðÿò î êîìïüþòåðíîì ïîðîæäåíèè âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè, êîí-
ñòàòèðóÿ òåì ñàìûì îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè (â òîì ÷èñëå è
áóäóùèõ) êîìïüþòåðîâ, à òàêæå êàê áû ãîâîðÿ, ÷òî ñîçäàâàåìàÿ
ðåàëüíîñòü � ýòî ðåàëüíîñòü ìíèìàÿ, íåíàñòîÿùàÿ, ò.å. íå ôèçè÷å-
ñêàÿ.

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî âñå íàøè ÷åëîâå÷åñêèå îùóùåíèÿ
ñâÿçàíû ñ âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòüþ, êîòîðóþ ñîçäàåò íàø ìîçã.
À ïîñêîëüêó ïî ìíåíèþ À.Í.Êîëìîãîðîâà (ñì. � 5.3.3), ñîçäàíèå
ïîëíîöåííûõ æèâûõ ñóùåñòâ, ïîñòðîåííûõ íà ìàøèííûõ, äèñêðåò-
íûõ (öèôðîâûõ) ìåõàíèçìàõ ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè è óïðàâëå-
íèÿ âîçìîæíî, òî ýòè ñóùåñòâà áóäóò âèäåòü îêðóæàþùèé ìèð òà-
êèì, êàêèì åãî ñôîðìèðóåò èõ ìîçã-êîìïüþòåð. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòè
ñóùåñòâà èìåþò äåëî ñ âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòüþ. Ñòîëü ëè âàæ-
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íî, ÷òî ìîçã-êîìïüþòåð ôîðìèðóåò èçîáðàæåíèÿ1 êàê îòêëèê íà
ðàçäðàæåíèÿ âíåøíåé ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè (èëè ¾íåðâíûõ¿ èì-
ïóëüñîâ èñêóññòâåííîãî ñóùåñòâà) èëè ãåíåðèðóåò ýòè ðàçäðàæå-
íèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîäìåíÿÿ âíåøíþþ ôèçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü
¾âíåøíåé¿ âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòüþ.

6.1. Ãåíåðàòîð âèðòóàëüíîé

ðåàëüíîñòè

Ãåíåðàòîð âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè2 � ýòî ìàøèíà, ñïîñîáíàÿ äàòü
ïîëüçîâàòåëþ îùóùåíèå êàêîé-òî ðåàëüíîé èëè âûìûøëåííîé ñðå-
äû. Îíà èìååò ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå:

• íàáîð ñåíñîðîâ, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ìàøèíà óçíàåò î äåé-
ñòâèÿõ ïîëüçîâàòåëÿ;

• íàáîð ãåíåðàòîðîâ èçîáðàæåíèÿ (íàïðèìåð, ñòèìóëÿòîðû
íåðâíûõ îêîí÷àíèé ïîëüçîâàòåëÿ). Ïîä èçîáðàæåíèÿìè ïî-
íèìàåòñÿ ÷òî-òî, ÷òî ðîæäàåò îùóùåíèÿ;

• óïðàâëÿþùèé êîìïüþòåð.

Êàæäûé ïîñòðîåííûé ãåíåðàòîð âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè ñïîñî-
áåí ïîðîæäàòü êàêîå-òî ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ èëè âûìûøëåííûõ ñðåä.

Íàáîð ñðåä, îùóùåíèå íàõîæäåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ â êîòîðûõ, ìî-
æåò ñîçäàòü ãåíåðàòîð, íàçûâàåòñÿ ðåïåðòóàðîì ãåíåðàòîðà âèðòó-
àëüíîé ðåàëüíîñòè.

6.2. Ïðèíöèï Òüþðèíãà

Ëîãèêà ðàçâèòèÿ èäåé Òüþðèíãà ïðèâîäèò ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî
äîëæåí ñóùåñòâîâàòü óíèâåðñàëüíûé ãåíåðàòîð âèðòóàëüíîé ðå-
àëüíîñòè, ðåïåðòóàð êîòîðîãî âêëþ÷àåò ðåïåðòóàðû âñåõ ãåíåðà-
òîðîâ âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè.

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò íå î ìàòåìàòè÷åñêè àáñòðàêòíîì óïðàâ-
ëÿþùåì êîìïüþòåðå, ïðîèçâîäÿùåì àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
âû÷èñëåíèÿ, à î ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîé ìàøèíå, òî âîçíèêàåò âîïðîñ:

1Èçîáðàæåíèå � ÷òî-ëèáî, ðîæäàþùåå îùóùåíèå [7, c.126].
2Ñòàíèñëàâ Ëåì íàçûâàë ýòó ìàøèíó ôàíòîìàòîì [20].
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ìîæíî ëè âû÷èñëèòü íà ðåàëüíîì êîìïüþòåðå òî, ÷òî ïðèäóìàíî
ìàòåìàòèêàìè è íàçâàíî âû÷èñëåíèåì? Ïî ìíåíèþ Òüþðèíãà, âñ�å
òî, ¾÷òî åñòåñòâåííî ñî÷ëè áû âû÷èñëèìûì¿, ìîãëî áû, ïî êðàéíåé
ìåðå â ïðèíöèïå, áûòü âû÷èñëèìûì è â ïðèðîäå [7, c.136].

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü [7, c.138]

Ïðèíöèï Òüþðèíãà. Âîçìîæíî ïîñòðîèòü ãåíåðà-
òîð âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè ñ ðåïåðòóàðîì, âêëþ÷à-
þùèì âñå ñðåäû, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íå ïðîòèâî-
ðå÷èò çàêîíàì ôèçèêè.

Âèðòóàëüíàÿ ñðåäà ôîðìèðóåòñÿ â óïðàâëÿþùåì êîìïüþòåðå.
Ýòî îçíà÷àåò: 1) íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû, 2) íàëè÷èå
íåîáõîäèìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ (áûñòðîäåéñòâèå, îáúåì ïà-
ìÿòè è äð.).

Òî, ÷òî êàñàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, òî, êàê ãîâîðèëîñü
â � 5.3.3, ïîðîæäåíèå ñðåäû îáèòàíèÿ ÷åëîâåêà è ñîçäàíèå èñêóñ-
ñòâåííîé æèçíè íå ïîòðåáóåò áîëüøèõ ïî Êîëìîãîðîâó âû÷èñëå-
íèé. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäóò çàäåéñòâîâàíû ðåñóðñû, âïîëíå äîñòè-
æèìûå â õîäå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Îïðåäåëåííûå íà-
äåæäû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñâÿçàíû ñ òåîðèåé êâàíòîâûõ âû÷èñ-
ëåíèé è êâàíòîâûìè êîìïüþòåðàìè, ïðèçâàííûìè îñóùåñòâëÿòü
êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïî ýòîìó ïîâîäó Äîé÷ çàÿâèë ñëåäóþùåå: ¾Ýâîëþöèÿ íèêîãäà
áû íå ïðîèçîøëà, åñëè áû çàäà÷à ïåðåäà÷è îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ
ïåðâûõ, ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñðåä îáèòàíèÿ íå áûëà áû ëåãêî îá-
ðàáàòûâàåìîé (ò.å. âû÷èñëèìîé â òå÷åíèå ðàçóìíîãî ïåðèîäà âðå-
ìåíè) ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå êîìïüþòåðîâ ëåãêî äîñòóïíûõ
ìîëåêóë¿ [7, c.199].

Òåïåðü íåñêîëüêî ñëîâ î ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè. Ïðîãðàììû
âñåãäà äèñêðåòíû, îíè ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî ñèìâîëîâ, êîòîðûå
ïðè ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè çàäåéñòâóþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìà-
òåðèàëüíûõ îáúåêòîâ (èìïóëüñîâ, àòîìîâ è ò.ä.) è âûïîëíÿþòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî, øàã çà øàãîì, ò.å. òàêæå äèñêðåòíî. Â ñèëó ýòîãî,
åñëè êàæäàÿ ïðîãðàììà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ôèçè÷åñêè âîçìîæíîé
ñðåäå, âõîäÿùåé â ðåïåðòóàð ãåíåðàòîðà âèðòóàëüíîé ðåàëüíîñòè,
òî ÷èñëî (ìîùíîñòü) âñåâîçìîæíûõ ïðîãðàìì, à çíà÷èò, è ñðåä íå
áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå (ò.å. ℵ0).

Íî â ìèðå ìû íàáëþäàåì íåïðåðûâíîå � íåïðåðûâíûå ëèíèè,
ôèãóðû è òîìó ïîäîáíîå. Ìîæíî ëè íåïðåðûâíîå ïåðåäàòü ÷åðåç
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äèñêðåòíîå? Ïðåæäå âñåãî, êàê ïèøåò À.Í.Êîëìîãîðîâ [15], ¾ñêîðåå
âñåãî èíòóèöèÿ íåïðåðûâíîé ëèíèè â ìîçãå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà áàçå
äèñêðåòíîãî ìåõàíèçìà¿. È äàëåå: ¾Íåñîìíåííî, ÷òî ïåðåðàáîòêà
èíôîðìàöèè è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ â æèâûõ îðãàíèçìàõ ïîñòðîå-
íû íà ñëîæíîì ïåðåïëåòåíèè äèñêðåòíûõ (öèôðîâûõ) è íåïðåðûâ-
íûõ ìåõàíèçìîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, äåòåðìèíèðîâàííîãî è âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðèíöèïîâ äåéñòâèÿ � ñ äðóãîé. Îäíàêî äèñêðåòíûå ìåõà-
íèçìû ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè â ïðîöåññàõ ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè è
óïðàâëåíèÿ â æèâûõ îðãàíèçìàõ. Íå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿòåëüíûõ àð-
ãóìåíòîâ â ïîëüçó ïðèíöèïèàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè âîçìîæíîñòåé
äèñêðåòíûõ ìåõàíèçìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûìè¿.

Îñòàåòñÿ äîáàâèòü, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè, âñå
ôèçè÷åñêèå ïåðåìåííûå êâàíòóþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãðàììû,
ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ïðîãðàììû, äèñêðåòíû â ñèëó êâàíòîâîé
ïðèðîäû âåùåé.

6.3. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíûå ñðåäû

Êàíòãîóòó

Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü ñðåäû, êîòîðûå íå ïðîòèâîðå÷àò çàêîíàì ëî-
ãèêè, íî êîòîðûå íå ñìîæåò ïåðåäàòü íè îäèí ãåíåðàòîð âèðòóàëü-
íîé ðåàëüíîñòè? Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè ñðåäû íå ìîæåò ïîðîäèòü
ìàøèíà, ïîñòðîåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâóþùèìè çàêîíàìè ôè-
çèêè.

Òàêèå ëîãè÷åñêè âîçìîæíûå ñðåäû ñóùåñòâóþò [7, c.132], èõ áåñ-
÷èñëåííîå ìíîæåñòâî, è íàçûâàþòñÿ îíè ñðåäàìè Êàíòãîóòó3.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëü-
íûé ìåòîä Êàíòîðà (ñì. [4, c.17]), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëà óñòà-
íîâëåíà íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è äîêàçàíà
òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå ôîðìàëüíûõ òåîðèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëîãèêà ñïîñîáíà ïîðîäèòü áîëüøå ìèðîâ, ÷åì
ýòî äîñòóïíî äëÿ âèäåíèÿ ÷åëîâåêà. Ìèðû íåâèäàííûå íàáëþäàåò
èíîå ñóùåñòâî, æèâóùåå â ìèðå ñ äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè,
ïîñêîëüêó ÷òî òîëêó â ìèðå, ó êîòîðîãî íåò íàáëþäàòåëÿ!

3Îò àíãëèéñêîé ôðàçû can't go to (íå ìîãó ïîéòè â), à òàêæå â ÷åñòü
Êàíòîðà (Cantor), Ã�åäåëÿ (G�odel) è Òüþðèíãà (Turing).
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