Теоретические сведения
Тема 1. Регулярные выражения

Пусть Σ – конечный алфавит допустимых символов (букв, знаков). Цепочка (слово, строка) – последовательность символов, написанных один за другим. Количество символов в ней называется длина цепочки. Возможна и пустая цепочка λ – её длина равна 0. Если x и y – цепочки, то xy называется их конкатенацией (сцеплением). Например, x=”ab”, y=”ad”, тогда xy=”abad”. Очевидно, что xy ≠ yx. Для любой цепочки x верно xλ=x и λx=x. 
Язык L – некоторое множество слов в алфавите Σ. Все слова этого алфавита обозначим Σ*. Тогда язык L – подмножество Σ*. Например, Σ={a, b, c}; L = {λ, aa, abc, cb, bc}. 
Если язык – конечное множество, то для его описания достаточно перечислить все его слова. Если язык состоит из бесконечного множества слов, то он в общем случае описывается грамматикой (см. тему 2). Существуют достаточно простые языки, которые называются регулярными множествами. Они получаются из одноэлементных множеств путём конечного числа применений простых операций. А именно: L1∨L2 = { x | x ∈ L1 или x ∈ L2} – объединение множеств;

L1L2 = {xy | x ∈ L1, y ∈ L2} – конкатенация.
Например, L1 = {a, b}, L2 = {b, ca}. Тогда L1L2 = {ab, bb, aca, bca}.
Обозначим 
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. L* называется итерацией языка L, и позволяет описывать бесконечные множества слов. 
Точное определение регулярного множества:
Ø – регулярное множество.

{λ} – регулярное множество.

{a} – регулярное множество для всех однобуквенных слов a из Σ.

Если P и Q – регулярные множества, то P∨Q, PQ и P* – тоже регулярные множества.
Язык, который является регулярным множеством, можно описать одним регулярным выражением:

Ø – обозначим Ø, {λ} – обозначим λ, {a} – обозначим a;

Если выражения α и β – обозначения для P и Q, то P∨Q – обозначим α + β, PQ – обозначим αβ, P* – обозначим α*.

Регулярные выражения хорошо изучены и широко применяются не только в языках программирования, но и, например, в программах поиска слов. Выполняются следующие тождества, помогающие упрощать регулярные выражения:
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Если для неизвестного множества X выполнено равенство 
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, то у этого уравнения возможно много разных решений. 
Наименьшим среди них будет 
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Таким путём можно решать и системы из нескольких уравнений с несколькими неизвестными. Сначала выражаем по очереди каждое неизвестное через остальные, потом решаем одно уравнение с одним неизвестным.
Пример:
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Из первого уравнения 
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, подставляем во второе уравнение:
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Значит, 
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Для составления регулярного выражения по словесным требованиям требуется определённый навык точных рассуждений. Рассмотрим задачу:
Составить регулярное выражение для языка в алфавите{a, b, c}, состоящего из всех слов, начинающихся на ab, но не заканчивающихся на c.

Все слова, начинающиеся на ab — конкатенация ab со множеством всех слов. Выражение для такого языка есть ab(a+b+c)*. Слово не заканчивается на букву c, значит, оно заканчивается на a или на b. Поэтому регулярное выражение для данного языка имеет вид ab(a+b+c)*(a+b).
Тема 2. Формальные грамматики

Формальная грамматика G состоит из множества Σ (называемых терминальными символами), множества N нетерминальных символов (синтаксических переменных или категорий), множества правил продукций (rewrite) P, и выделенного начального символа S из N.

Правила имеют вид α → β, где α содержит хотя бы один нетерминальный символ, β – любая цепочка, т.е. 
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Если цепочка имеет вид xαy и в P есть правило α → β, то говорят, что xβy выводится из xαy в данной грамматике, и обоначается 
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Если 
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 (вывод длины k). Также используем обозначение 
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Язык, определяемый грамматикой G – это множество терминальных цепочек, выводимых из S, т.е. 
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. Если две грамматики определяют один и тот же язык, то они называются эквивалентными. 
Для правил с одинаковой левой частью
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используется сокращение 
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, которое называется альтернативами.

Пример: Грамматика задаётся правилами S → T | c; T → a | bS. Строчные буквы a, b, c – терминальные символы, заглавные – нетерминальные, S – начальный символ. Построим вывод 
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. Слово bc принадлежит языку, определяемому данной грамматикой.

Неукорачивающая грамматика: для всех правил α → β выполнено условие, что длина β не меньше длины α. Контекстно-зависимая (КЗ) грамматика: все правила имеют вид 
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. КЗ грамматики являются неукорачивающими. А для любой неукорачивающей грамматики существует эквивалентная ей КЗ грамматика. Их относят к типу 1. Почти все языки программирования можно определить КЗ грамматиками. В учебниках можно встретить описание синтаксиса языка в так называемой форме Бэкуса - Наура. С её помощью можно наглядно представить контекстно-свободную (КС) грамматику: все правила имеют вид 
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, то есть слева ровно один нетерминальный символ. Их относят к типу 2. Правила вида А → λ можно исключить, получив почти эквивалентную грамматику.
Для лексического анализа языков программирования важны следующие частные случаи.
Праволинейная грамматика: все правила имеют вид 
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Леволинейная грамматика: все правила имеют вид
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Для каждой леволинейной грамматики существует эквивалентная ей праволинейная грамматика и наоборот. Они ещё называются регулярными (типа 3). Любой регулярный язык можно определить праволинейной (или леволинейной) грамматикой.

Для одноэлементных регулярных множеств порождающие грамматики состоят из одного нетерминального символа S, он же начальный символ и одного правила: {S → λ} – для регулярного множества λ; {S → a} – для каждого регулярного множества a из Σ.

Пусть P и Q – регулярные множества, определяемые грамматиками 

G=<Σ, N, R, S> и F=<Σ, M, T, I>, соответственно. Нетерминальные символы мы можем переименовывать по своему усмотрению, поэтому считаем, что множества нетерминальных символов N и M не пересекаются и начальные символы различны S ≠ I. 
Построим новую грамматику для объединения P∨Q таким образом. Множество её нетерминальных символов будет N∨M∨{V}, где V – новый начальный символ. Множество правил: {V → S | I}∨R∨T.
Построим новую грамматику для конкатенации PQ таким образом. Множество её нетерминальных символов будет N∨M, S – начальный символ. Множество правил состоит из всех правил T, правил вида A → xB из R и правил A → xI для каждого правила вида A → x из R.
Построим грамматику для итерации P*. Добавим в множество N новый начальный символ V, а к правилам из R добавим A → xV для каждого правила вида A → x из R и правило V → S | λ.
Итак, для любого регулярного выражения существует праволинейная грамматика, определяющая такой же язык.
Обратно, если дана праволинейная грамматика, то можно составить систему регулярных уравнений, где неизвестными будут все нетерминальные символы. Найдя решение для начального символа, получим регулярное выражение для языка, определяемого этой грамматикой.
Пример: Грамматика задаётся правилами S → T | c; T → a | bS. Система уравнений будет следующей: S = T + c; T = a + bS. Тогда S = bS + a + c; S = b*(a+c).

Тема 3. Конечные автоматы

Распознаватель (анализатор) – формальное устройство, реализующее схематизированный алгоритм для определения принадлежности входной цепочки заданному языку. Распознаватель состоит из трёх частей:

Входная лента – линейная последовательность ячеек, содержащих по одному символу алфавита Σ. Входная головка на каждом шаге работы читает одну ячейку и может сдвигаться на одну позицию.

Управляющее устройство может находиться в одном из конечного множества состояний Q, от которого зависят дальнейшие действия. 

Вспомогательная (рабочая) память – структура для хранения символов внутреннего алфавита Г. Чаще всего это стек (магазинная память). Должны быть определены функция доступа к памяти и функция преобразования памяти (чтение и запись).

Конфигурация (мгновенный снимок) распознавателя включает содержимое входной ленты вместе с положением входной головки, состояние управляющего устройства, содержимое рабочей памяти. Следует задать одну начальную конфигурацию и непустое множество заключительных (конечных) конфигураций.

Каждый шаг (такт) работы состоит из перемещения входной головки, преобразования вспомогательной памяти и изменения состояния управляющего устройства. Такт зависит от текущей конфигурации.

Если для одной и той же конфигурации возможно конечное множество тактов, то распознаватель недетерминированный. Если для каждой конфигурации существует не более одного возможного шага, то распознаватель детерминированный.

Распознаватель допускает цепочку, если, имея в начальной конфигурации её на входной ленте, за конечное число шагов он достигает одной из конечных конфигураций. Язык, определяемый распознавателем – множество входных цепочек, которые он допускает. 

Конечный автомат – односторонний распознаватель без вспомогательной памяти, на каждом такте входная головка сдвигается на одну ячейку вправо.

Недетерминированный конечный автомат задаётся алфавитом входных символов, множеством состояний, функцией перехода, начальным состоянием и множеством конечных состояний: 
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Конфигурация конечного автомата состоит из текущего состояния и остатка входной цепочки от текущей позиции включительно (влево уже не вернуться). Такт обозначается 
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Цепочка w допускается автоматом, если 
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Конечный автомат удобно представлять в виде графа, вершины которого соответствуют его состояниям, а направленные дуги помечены символами из Σ. 

Например, если автомат 
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 задаётся функцией перехода
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то граф будет выглядеть следующим образом:
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Для цепочки 1001 будет следующая последовательность тактов:
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. Состояние r является конечным, следовательно, цепочка 1001 допускается. 
Детерминированный конечный автомат имеет функцию перехода со свойством 
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Для всякого недетерминированного конечного автомата существует детерми-нированный конечный автомат, определяющий тот же язык. Пусть 
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 – недетерминированный автомат. Построим детерминированный автомат 
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 следующим образом:
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. Тогда 
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 равносильно тому, что 
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Поэтому 
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Пример: Недерминированный автомат, распознающий цепочки в алфавите {1,2,3} у которых последний символ уже появлялся раньше, представлен на рисунке
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Чтобы получить эквивалентный ему детерминированный автомат, построим таблицу переходов между подмножествами множества состояний исходного автомата:
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Для построения автомата по праволинейной грамматике, её приводят к автоматному виду (то есть в правой части правил ровно один терминальный символ) путём введения новых нетерминалов и терминала «конец строки».

Состояния автомата соответствуют нетерминалам (стартовый символ – начальное состояние), функция перехода соответствует правилам грамматики.

Получившийся автомат можно потом детерминировать.

Пример: Грамматика задаётся правилами S → T | c; T → a | bS. Она уже имеет автоматный вид, только добавим «конец строки» F.

S → λT | cF; T → aF | bS

Соответствующий граф приведён ниже:
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Обратно, пусть задан детерминированный конечный автомат 
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. В качестве нетерминальных символов возьмём состояния автомата (стартовый символ – начальное состояние). Для каждого 
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 добавляем правило 
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. Получившаяся праволинейная грамматика порождает тот же язык.
Задания на экзамен по вариантам.
Задание 1. По словесному описанию языка (Σ={a,b,c}) составить регулярное выражение (см. стр. 2). По этому регулярному выражению построить праволинейную грамматику, порождающую данный язык (см. стр. 4) и выписать вывод какого-нибудь четырехбуквенного слова. По получившейся грамматике составить систему регулярных уравнений и попытаться её решить.

1) Каждое слово языка содержит подслово abb или aac.

2) Все слова языка имеют длину не менее 3 и не начинаются с буквы c.

3) Длина каждого слова не меньше 2, и вторая буква всегда b.

4) Перед каждой буквой c стоит a.

5) Буква c может встречаться только как часть подслова acb.

6) В каждом слове содержится не более двух букв c.

7) Ни в одном слове буква b не следующая после c.

8) Ни в одном слове нет двух и более букв a подряд.

9) В словах языка нет ни подслова ba, ни подслова bb.

10) После буквы a в слове языка всегда идет bc.

11) Длина каждого слова не меньше 2, предпоследняя буква каждого слова - c.

12) Ни одно слово не содержит подслова ab.

13) Буква c не встречается ни в одном слове раньше («левее»), чем встретится хотя бы одна буква a.

14) На всех нечетных местах каждого слова находится a.

15) Если слово начинается на ab, оно заканчивается на с.

16) Если в слове есть буква a, то она написана не менее 2-х раз подряд.

17) На четных местах каждого слова находится b, пустого слова нет.

18) В словах языка после буквы a всегда идет bb.

19) Перед каждой буквой c вседа стоит aa.

20) Ни одно слово не содержит подслова cc.

21) Если в слове есть буква b, то есть и a.

22) Язык состоит из всех слов четной длины.

23) В каждом слове 3 буквы c, одна из них в конце.

24) Язык состоит из всех слов нечетной длины.

25) Каждое слово содержит не менее 3-х букв a.

26) Ни одно слово не содержит подслова cb.

27) Буква b не встречается «правее» буквы a ни в одном слове.

28) На четных местах каждого слова находится буква c.

29) В каждом слове — не менее 4-х букв b.

30) Все слова начинаются и заканчиваются на одну и ту же букву.

31) Каждое слово языка содержит подслово abb или aac.

32) Все слова языка имеют длину не менее 3 и не начинаются с буквы c.

33) Длина каждого слова не меньше 2, и вторая буква всегда b.

34) Перед каждой буквой c стоит a.

35) Буква c может встречаться только как часть подслова acb.

36) В каждом слове содержится не более двух букв c.

37) Ни в одном слове буква b не следующая после c.

38) Ни в одном слове нет двух и более букв a подряд.

39) В словах языка нет ни подслова ba, ни подслова bb.

40) После буквы a в слове языка всегда идет bc.

41) Длина каждого слова не меньше 2, предпоследняя буква каждого слова - c.

42) Ни одно слово не содержит подслова ab.

43) Буква c не встречается ни в одном слове правее, чем встретится хотя бы одна буква a.

44) На всех нечетных местах каждого слова находится a.

45) Если слово начинается на ab, оно заканчивается на с.

46) Если в слове есть буква a, то она написана не менее 2-х раз подряд.

Задание 2. По праволинейной грамматике построить конечный автомат, определяющий такой же язык (см. стр. 7) и продемонстрировать его работу на каком-нибудь входном слове. Детерминировать получившийся автомат (см. стр. 6-7). По детерминированному автомату составить праволинейную грамматику, эквивалентную исходной.

1) I → a | aA | aB, A → aA | b, B → aC | aA | bC, C → bC | b;

2) I → aA | aB | bI, A → bB | λ, B → aI | aC | a, C → a | bB | b;

3) I → aA | aB | aC, A → aB | bA | bC, B → a | b, C → aC | bB | λ;

4) I → aA | b | λ, A → aB | aC | bI, B → a | b, C → a | bB | b;

5) I → aA | aB | bB, A → aA | bI | λ, B → aC | bB, C → bB;

6) I → aA | aB | a, A → a | bA, B → aC | bA | bC, C → bC | b;

7) I → aI | bA | bB, A → aB | b, B → bI | bC | b, C → a | bB | b;

8) I → aA | aB | aC, A → aA | aC | bB, B → a | b, C → aB | bB | bC;

9) I → aB | bA | bB, A → aA | a | bI, B → aB | bC, C → aB | A;

10) I → b | bA | bB, A → a | bA, B → aC | bA | bC, C → aC | a

11) I → aI | bA | bB, A → aB | λ, B → bI | bC | b, C → a | aB | b;

12) I → bA | bB | bC, A → aA | aC | bB, B → a | b, C → aB | bC | λ;

13) I → a | bA | λ, A → aI | bB | bC, B → a | bC, C → a | aB | b;

14) I → aB | bB | bA, A → aI | bA | λ, B → aB | bC, C → aB;

15) I → bA | bB | b, A → aA | b, B → aA | aC | bC, C → aC | a;

16) I → aA | aB | bI, A → a | bB, B → aI | aC | a, C → a | aB | b;

17) I → bA | bB | bC, A → aB | bA | bC, B → a | b, C → aB | aC | bB;

18) I → aB | aA | bB, A → aI | bA | b, B → aC | bB, C → bB | A;

19) I → aA | aC | a, A → aB | aC | bB, B → bB | b, C → aC | b;

20) I → aB | aC | bI, A → a | bC | b, B → bC | λ, C → a | bC | b;

21) I → aA | aB | aC, A → a | b, B → aB | bA | λ, C → aA | bB | bC;

22) I → aB | b | λ, A → a | bC | b, B → aA | aC | bI, C → aA | b;

23) I → aA | aC | bA, A → aB | bA, B → bA, C → aC | bI | λ;

24) I → aB | aC | a, A → bA | b, B → a | bB, C → aA | bA | bB;

25) I → aI | bA | bC, A → bI | bB | b, B → a | bA | b, C → aA | b;

26) I → aB | aC | aA, A → aC | bA | bC, B → aA | aB | bC, C → a | b;

27) I → aA | bA | bC, A → aA | bB, B → aA | C, C → aC | a | bI;

28) I → bA | bB | bC, A → a | b, B → bB | aA | λ, C → bA | aB | aC;

29) I → bA | bC | b, A → aB | bB | bC, B → aB | a, C → bC | a;

30) I → bI | aA | aC, A → aI | aB | a, B → a | aA | b, C → bA | a;
31) I → a | aA | aB, A → aA | b, B → aC | aA | bC, C → bC | b;

32) I → aA | aB | bI, A → bB | λ, B → aI | aC | a, C → a | bB | b;

33) I → aA | aB | aC, A → aB | bA | bC, B → a | b, C → aC | bB | λ;

34) I → aA | b | λ, A → aB | aC | bI, B → a | b, C → a | bB | b;

35) I → aA | aB | bB, A → aA | bI | λ, B → aC | bB, C → bB;

36) I → aA | aB | a, A → a | bA, B → aC | bA | bC, C → bC | b;

37) I → aI | bA | bB, A → aB | b, B → bI | bC | b, C → a | bB | b;

38) I → aA | aB | aC, A → aA | aC | bB, B → a | b, C → aB | bB | bC;

39) I → aB | bA | bB, A → aA | a | bI, B → aB | bC, C → aB | A;

40) I → b | bA | bB, A → a | bA, B → aC | bA | bC, C → aC | a

41) I → aI | bA | bB, A → aB | λ, B → bI | bC | b, C → a | aB | b;

42) I → bA | bB | bC, A → aA | aC | bB, B → a | b, C → aB | bC | λ;

43) I → a | bA | λ, A → aI | bB | bC, B → a | bC, C → a | aB | b;

44) I → aB | bB | bA, A → aI | bA | λ, B → aB | bC, C → aB;

45) I → bA | bB | b, A → aA | b, B → aA | aC | bC, C → aC | a;

46) I → aA | aB | bI, A → a | bB, B → aI | aC | a, C → a | aB | b.
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